Szab6 Barnabas megoldasa.

Lemma. Ha = és y egészek, akkor 2 | y? esetén x| y.

Bizonyitas. = { y esetén létezik egy ¢ prim és 7 nemnegativ egész, melyekre ¢" | z de ¢" 1y, ekkor viszont ¢°" |
és ¢*" ty?, tehat 22 | y* nem teljesiilhetne.

A feladat allitasat k-ra vonatkozo6 teljes indukcioval fogjuk belatni.

k = 3 esetén feltehets, hogy az A1, As és As csicsok koordinatai rendre (0,0), (a1,b1) és (az, b2) (ahol a;, b; egészek).
Tudjuk, hogy n | a2 +b2 és n | a2+ b3, tovabba n | (a1 — az)”+ (b1 — by)* = (af+07) + (a3 +b3) —2(araz + bybs), mivel
n paratlan, igy n | ajas + bibs. Innen n? | (a% + b%) (ag + b%) — (ara2 + b1b2)2 = (a1by — a2b1)2. Ebb6l n | a1bs — agby
kovetkezik. A jol ismert teriiletképlet alapjan

2S5 = |a1bs — agby|, azaz n |28,

és ezt kellett belatni.

Nyilvanvaloan elegendd az allitast primhatvany n-re belatni (ha = | 25 és y | 25, ahol (x,y) = 1, akkor zy | 25).
Legyen n = p®, p > 2. Esetiinkben k > 4 és tegyiik fel, hogy az &llitast minden k-nal kisebb (de legalabb 3) pozitiv
egészre belattuk. Talalni fogunk egy atlot, amely hosszanak négyzete oszthato n-nel, igy ezen atlo mentén félbevagva
P-t két kisebb oldalszamu sokszoget kapunk, Pi-et (teriilete Si) és Pa-t (teriilete Ss), amelyekre teljesiil a feladat
feltétele. Az indukcios feltevés miatt n | 257 + 253 = 25, azaz készen lennénk a feladattal. Tehat méar csak egy
megfelel6 atlot kell taldlnunk. P racssokszog, igy a Pitagorasz-tétel alapjan P minden atldjanak négyzete egész szam.
Vegyiik az atlok koziil azt (vagy az egyiket néhany koziil), amelyik hosszanak négyzetében p kitevGje minimaélis. Legyen
ez az AC atl6. Az A-val szomszédos cstucsok B és D. Legyen az AB, BC, CD, DA, AC és BD szakaszok hossza rendre
a, b, ¢, d, e, f. Az ABCD hurnégyszogre a Ptolemaiosz-tételt felirva kapjuk, hogy

(1) ac+bd =ef,
ezt négyzetre emelve
(2) a’c® 4+ b?d? + 2abed = €* f2.

Legyen (3 az a legnagyobb nemnegativ egész, melyre p? | 2. Ha 8 > a, akkor AC megfelels 4tlo. A tovabbiakban
feltessziik, hogy 8 < a. Ekkor p® | a? és P’ | ¢? (ha CD &tlo, akkor ez AC' vélasztasa miatt igaz, ha C'D oldal, akkor
8 < « miatt), tehat poth | a®c*. Hasonloan pots | b?d?. Mivel e f? is egész, igy (2) alapjan 2abcd is az. Viszont
p2 Ot | 46222 d?, igy p*tP | 2abed. Ezt felhasznélva (2)-b6l kivetkezik, hogy p® ™ | €2 f2, igy p®*' 1 € miatt p® | f2,
azaz ekkor a BD atlo megfeleld.



