Megoldas. Megmutatjuk, hogy n > 1 esetén p(n) = (Z) Az alébbi eljarés legfeljebb <;‘> probalkozasbol oldja

meg a feladatot, azaz p(n) < (g) Legyenek a kulcsok ki, ko, ..., ky, és jelolje b; azt a b6ronddt, amit k; nyit. Célunk

a b; megtaldlasa minden i-re. A kp kulcsot probaljuk bele az elsé néhany bérondbe, amig ki nem deriil, melyik a b;.
Ehhez legfeljebb n — 1 prébélkozas kell, mert amint mar (n — 1)-szer sikerteleniil probalkoztunk, azonnal tudjuk, hogy
k1 bizonyosan az utolsd, ki nem probalt béronddt nyitja. A ko kulcesal is tegyiik ugyanezt, azzal a megszoritassal, hogy
a by béronddel semmiképp se probélkozzunk. Hasonlo okbdl legfeljebb n — 2 prébalkozast végziink addig, amig meg
nem talaljuk bo-t. Altaléban, a by, ba,...,b;—1 bérondok megtaldlasa utan a b;-t keressiik meg tgy, hogy a k; kulcsot
sorra beleprobéljuk a lehetséges n — (i — 1) = n — i + 1 bérondbe. Vilagos, hogy legfeljebb n — i probalkozas utan

megtalaljuk b;-t. Osszességében tehat nem tobb, mint Z(n —i) = (Z) probalkozést végziink.
i=1

Megmutatjuk méasrészt, hogy p(n) > Z
nyosak afel6l, hogy mindig megtalaljuk az Osszetartoz6 bérond-kulcs parokat. Tegyiik fel, hogy egy olyan moédszer
szerint probaljuk a kulcsokat a b6érondokhoz, amely beazonositja az Osszetartoz6é bérond-kulcs parokat, masrészt az
ehhez felhasznélt probalkozasszamok lehetséges legnagyobbika is a lehetd legkisebb. Vilagos, hogy ezen stratégia szerint
eljarva sosem fogunk beleprobalni egy kulcsot egy bérondbe akkor, ha mar a préba el6tt bizonyosak lehetiink afel6l,
hogy az adott kulcs nyitja a széban forgd bérondot. Ez azt jelenti, hogy fel kell arra késziilniink, hogy csupa sikertelen
probalkozés alapjan kell megbizonyosodnunk az 6sszes Osszetartozo (b;, k;) bérond-kules parrol.

Ha ez megtortént, és valamely 1 < ¢ < j < n esetén nem probéltuk bele sem a k; kulcsot a b; béréndbe, sem a
k; kulcsot a b; bérondbe, akkor az elvégzett probalkozasaink alapjan nem zarhatjuk ki azt a lehetSséget, hogy a k;
kulcs a b; béréndot, a k; kules pedig a b; bérondot nyitja, mig a tobbi kules ahhoz a bérondhoz tartozik, amelyikhez
eddig gondoltuk. Ez pedig azt jelentené, hogy mégsem tudjuk bizonyosan Osszeparositani a kulcsokat és bérondoket.
Tehat tetszoleges 1 < ¢ < j < n esetén a k; — b; és a k; — b; probak valamelyikét el kell végezniink. Mivel kiilonb6z6
(i, 4) parokhoz ezen probak kiilonboznek, legalabb annyi probalkozasra van sziikség, ahanyféleképpen kiilonb6z6 i-t és

, azaz (g) -nél kevesebb probalkozast megengedve nem lehetiink bizo-

j-t tudunk valasztani, vagyis legalabb (g) -re. Ezzel megmutattuk, hogy p(n) > (Z), és ezt Osszevetve a korabban
igazolt p(n) < (Z) egyenl6tlenséggel éppen a bizonyitani kivant p(n) = (Z) allitds adodik. O

Megjegyzések. 1. A fenti bizonyitas kulcslépése az als6 becslés bizonyitasa, azon beliil is az ,ellenség modszer” alkalmazasa,
amikor is azt indokoljuk, hogy csupa negativ proba utan is 6ssze kell tudnunk parositani a kulcsokat a bérondokkel.

2. Ez az als6 becslés grafelméleti nyelven is elmondhaté. Tekintsiik azt a G grafot, amelynek csicsai a bérondok és a
kulcsok, él pedig az Osszetartozo parok kozott fut. Vilagos, hogy minden egyes probalkozas egy-egy lehetséges bérond-kules él
G-beliségének ,lekérdezését” jelenti, célunk pedig a G graf meghatarozasa. Az ellenség-modszert (adversary method) hasznalo
érv azt indokolja, hogy akkor is meg kell tudnunk hatarozni G-t, ha minden értelmes lekérdezéskor az deriil ki, hogy az adott él
nincs G-ben. A fent kozolt bizonyitas gy is elmondhato, hogy ha G-t sikeriilt igy meghataroznunk, akkor tetsz6leges i # j-re
le kellett kérdezniink a k;b; és k;b; élek koziil legalabb az egyiket.

Mashogyan is igazolhatjuk az als6 becslést. Ha a lekérdezések negativ eredményei egyértelmien meghatarozzak G-t, akkor a
le nem kérdezett k — b élek nem alkothatnak alternéalo kort a G graf éleivel. Ekkor ugyanis nem lenne az kizarhato, hogy e kérnek
a G-n kiviili élei mentén tartoznak Gssze a kulcsok és borondok. (A fenti bizonyitasban 4 hosszi alternalo korrel dolgoztunk.)
Innen kdénnyen igazolhatd, hogy valamelyik bérond vagy kulcs legalabb n — 1 probalkozasban szerepelt. Feltehets, hogy ez a
kn vagy b, valamelyike. Ugyanilyen megfontolassal lathato, hogy a b1, b2, ...bnp—1 b6rondok, illetve a ki, ko, ..., kn—1 kulcsok
valamelyike (mondjuk az n — 1 indext) legalabb n — 2 olyan probalkozasban szerepelt, amelyben nem szerepelt sem b,, sem
kn. A gondolatmenetet folytatva meg lehet mutatni, hogy az Gsszetartozo b;k; bérond—kulcs parokat el tudjuk latni indexszel
agy, hogy minden 1 < ¢ < n esetén a b; vagy a k; legalabb ¢ — 1 olyan préobalkozasban vett részt, amelyben b;y1,...,bn és
kit1, ..., kn egyikét sem hasznaltuk.

3. Tobben probalkoztak a fentihez hasonlé érveléssel. Volt, aki elkovette azt a hibat, hogy a le nem kérdezett élek grafjanak
kormentességét probalta igazolni. Sajnos ez altalaban nem igaz. Valojaban ez a graf a G éleivel alternalé kort nem tartalmazhat.
Szerencsére, ahogy azt az el6z6 megjegyzésbeli bizonyitas vazlat mutatja, mar ez is elég az alsé becsléshez.



