Megoldas. Legyenek az E pontbdl az oldalakra allitott merélegeseknek a szemkozti oldalakkal vett metszéspontjai
P, Q, R és S, a mer6legesek talppontjai pedig Py, Qo, Ry és Sy, az dbra szerint.
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Az F pontbdl mer6legeseket allitottunk az oldalakra, igy a BRoESy, CSoEPy, DPyEQq és AQoE Ry négyszogek
két-két szemkozti szoge derékszog, tehat hirnégyszogek.

Belatjuk, hogy a P, Ry, Sy, Py pontok egy korén vannak. A BEC derékszogl haromszog atfogohoz tartozod ma-
gassaga E Sy, ezért BESy<t = BCE<. Mésrészt mivel BRyE Sy és CSyE Py hurnégyszogek:

BRySo< = BESy< = BCE<« = SoFPyE<.

Az SoPoE<t a PRySo Py négyszog bels6 szoge, mig a BRySo< a szemkozti csucshoz tartozod kiilss szog. A négyszog
valéban hiurnégyszog.

Hasonlé gondolatmenettel igazoljuk, hogy RySoPyR szintén hurnégyszog. A BC'E haromszogben — az el6z6 eset-
nek megfelel6en — az atfogéhoz tartozé magassag két hasonld derékszogi haromszogre bontja a haromszoget, igy
felhasznalva az el6bbi két hurnégyszoget is:

SoRoE< = SoBE< = SoEC< = SyPyC«.

Az RySoPyR négyszog Rop-hoz tartozd belsé szoge egyenls a Py-hoz tartozo kiilsé szoggel, tehat ez a négyszog is
hirnégyszog.
Abbol, hogy a DPyEQq négyszog hurnégyszog, az is kovetkezik, hogy

EPyQo<t = EDQu<.

A DFEA derékszogli haromszogben EQo magassag, igy EDQo<t = QoEA<. Mivel AQoERy hurnégyszog, azért
QuEA< = QoRoA<. Mindezekbdl:

PPyQo< = EPyQo< = EDQo< = Q()EA<I = QOROA<I = QoRyP<«,

tehdt PRy FPyQo hiurnégyszog.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a P, Ry, So, Py, R és Qo pontok egy koron vannak.

Ugyanigy belathaté, hogy a Q, Py, S, Qo, Ry és Sy pontok is egy korre illeszkednek.

Tehat mind a nyolc pont, Q, Py, R, S, Qo, P, Ry és Sy egy korén van.

Kovetkezs lépésként igazoljuk, hogy a PQRS négyszog oldalai parhuzamosak az ABC D négyszog atloival. A négy
parhuzamossag koziil egyet fogunk megmutatni, a masik harom analég médon targyalhato.

Az el6z6 részben mér tobb négyszogrdl lattuk, hogy harnégyszog, sét azt is sikeriilt igazolni, hogy a nyolc pont egy
koron van. Emiatt RySoQR hurnégyszog. A CQR< kiils6 szog, egyenls a szemkozti csicshoz, Rp-hoz tartozo belsd
szoggel, az SoRo F szoggel. Mivel BRyE Sy hurnégyszog kapjuk, hogy

SoRoE< = SoBE< = CBD«.

A CQR< és a CBD< tehat egyenldk, és mivel egyik szaruk kozos, azért egyallasu szogek: QR parhuzamos BD-vel.
A fentiekbdl kapjuk, hogy a PQRS négyszog téglalap, amelynek oldalai parhuzamosak az ABCD négyszog atloival.
A megoldés befejezéséhez be kell még bizonyitani, hogy a téglalap atléinak metszéspontja illeszkedik az ABCD
négyszog atloinak felez6pontjat 6sszekots szakaszra. Ezt az allitast, kihasznalva az ABCD négyszog atloinak merdle-
gességeét, vektorok segitségével igazoljuk.
Legyen az A, B, C, D, P, Q, R, S pontokba mutatd helyvektorok kezddpontja F, az ABCD négyszog atloinak

metszéspontja. Legyen .
EA=a, E?:)\a, ﬁzb és _E_ﬁ:ub,



ahol A és p negativ valos szamok. Ismert, hogy amennyiben P az AB szakasz bels6 pontja, az ﬁ helyvektor kifejezhetd
a csucsokba mutaté a és b helyvektorok segitségével ugy, hogy

ﬁ’zw-a—i—(l—x)b,

ahol az x € ]0,1[. A PQ szakasz parhuzamos AC-vel, igy az @ vektort felbontva b-vel és Aa-val parhuzamos
Osszetevekre a b egyiitthatdja meg kell, hogy egyezzen az elézével:

Eﬁ:(l—x)-b—!—x-/\a.
Innen mar a tovabbi két csicsba mutatd helyvektorok felirdsa is azonnal adodik:

ﬁ:x~ka+(1—x)-ub,
ﬁ:(l—x)-ub+x-a.

Az AC atlo F felezGpontjara és a BD atlo Fy felezGpontjara:
— 1
EF; = §(a+ Aa),

— 1
Vegyiik most az Fy F» szakaszt és legyen ennek a szakasznak az (1 — x) : 2 ardnyban oszt6, belsé pontja K. Ekkor
a K pont helyvektora:

_E’?(Zx-E'—R)—i-(l—;v)-E—F;:%(:E(l—i—)\)a—i-(l—x)(l—i-u)b).

Végiil tekintsiik a PQRS téglalap atloinak kozos felez6pontjat. Ennek helyvektora az 4tl6 végpontjaiba mutatd hely-
vektorok Oszegének a fele, pl.:

%ﬁ—i—%ﬁ:%(w-a—i—(l—x)b)—i—%(w-)\a—i—(l—w)-ub):_E—I_().

Ezzel az allitast igazoltuk.



