Megoldas. Megmutatjuk, hogy a valasz mindkét esetben igen. Belatjuk, hogy barmely szabalyos 0tszog alapd
egyenes guldhoz létezik olyan sik, amely a gulat olyan hatszdgben metszi, mely tengelyesen is és koézéppontosan is
szimmetrikus.

Legyen a gila alapja az egységnyi oldalt ABCDE szabalyos 6tszog, hatodik csicsa pedig F. Tudjuk, hogy a sza-
balyos 6tsz6g minden szoge 108°, atloinak hossza pedig az oldalak hosszanak (\/5-1- 1)/2—szerese. Legyen az AE és CD
egyenesek metszéspontja M, a BC és ED egyenesek metszéspontja pedig N (1. dbra). Ekkor DEM < = EDM< =
180° — 108° = 72°. Tehat

EMD<=180°—-2-72°=36° =
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ezért a CEM haromszog egyenlGszara, s igy FM = EC = (\/5 + 1)/2. Az 6tszog szimmetridja miatt ebbsl CN =
DN = DM = (V5 +1)/2 is kovetkezik.

1. dbra

Az AB szakasz T felez6merdleges sikja tartalmazza D-t és F-et, C' és E, illetve N és M pedig egyméasnak T-re
vonatkozé tiikorképei.

Legyen 0 < A < 1 valés szam, Uy, illetve V) a CD, illetve az ED szakasznak az a pontja, melyre CU) = A\ = EV,.
Ekkor Uy és V) is egyméasnak T-re vonatkozd tiikorképei. Legyen Sy az U)V) egyenest tartalmazo, az FNM sikkal
parhuzamos sik. Mivel U,V merdéleges T-re, ezért Sy is merdleges T-re. Legyen Sy és a gula FE, FA, FB és FC
éleinek metszéspontja rendre Wy, Zyx, X és Y\ (2. dbra). Ekkor W) és Y), valamint Z, és X is egymasnak T-
re vonatkozé tiikorképei, tehat az U)VAW)Z, X, Y, hatszog szimmetrikus 7-re, s ezért tengelyesen is szimmetrikus
a T NSy egyenesre. Vagyis az Sy sik minden 0 < A < 1 esetén tengelyesen szimmetrikus hatszoghen metszi a gulat.

2. dbra

Megmutatjuk, hogy van olyan A érték, melyre a metszet kézéppontosan is szimmetrikus. Tudjuk, hogy hirom
sik paronkénti metszésvonalai vagy egy ponton mennek at, vagy parhuzamosak. (Ennek az allitdsnak a bizonyitésa
megtalalhato pl. Geometriai feladatok gydjteménye I, 1703. feladat.) Tekintsiik az FBC, FDE és Sy sikokat. Ezek
péaronkénti metszésvonalai BC N ED = N miatt F'N, tovabba X,Y) és VAW, . E harom egyenesnek nem lehet k6zos
pontja, mert F'N parhuzamos a masik két egyenest tartalmazé Sy sikkal. Tehat az XYy és V)W) egyenesek parhuza-
mosak. Ugyanigy kapjuk az FCD, FEA és Sy sikok paronkénti metszésvonalainak vizsgalatabol, hogy az FM, Wy Z,
és Y)\U, egyenesek is parhuzamosak (3. dbra).



3. dbra

Ha A =0, akkor Vj = Wy = E, a hatszog egy négyszoggé fajul. Mivel WyZy parhuzamos F M-mel, ezért a parhu-
zamos szel6k tétele szerint

WoZy EA _ EA 1 3—-V56
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Ha A = 1, akkor U; = V3 = D, a hatszog egy Otszoggé fajul. Mivel ViW; = DW; parhuzamos F N-mel, ezért
a parhuzamos szelSk tétele, valamint a szabélyos 6tsz0g szimmetridja miatt

bWy DE _ EA " DW1:3_\/5NF:3_\/5

NF NE MA’

Tehat az FEA és az F'DE héromszogek egybevagosaga miatt kapjuk, hogy FZy = FW;. Ezért a Zy és W, pontok

az FAFE egyenlGszéra haromszog szarain szimmetrikusan helyezkednek el. Legyen ZoEA<t = W1 AE< = «. Viszont

Z1 W1 parhuzamos F'M-mel, s igy ZoE-vel is, ha tehat Z;W1 N AM = P, akkor Z; PA< = . Ha FAW< = 3, akkor

felhasznalva, hogy Z1 W1 A< = 2a (mert a W1 AP haromszog kiils6 szoge), valamint azt, hogy 90° > FAE< = a+ f3,
kapjuk, hogy

MF.

AZ Wi =180° — B —2a > B = Z, AW, <.

Mivel barmely haromszdgben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy W1 71 <
AWl, vagyis AW, = EZy=WyZy = Vi W1 miatt W12, < Vi W5

Azt mar lattuk, hogy 0 = VoWy < Vi W1 = Wy Zy. Ha A folytonosan né 0-t6l 1-ig, akkor a parhuzamos szelSk tétele
miatt VAW, = A - V1W7 is folytonosan né 0-t6l Vi Wi-ig, Wy Zy pedig folytonosan csdokken Wy Zy-tol Wi Z1-ig. Mivel
W1Zy < ViWh, ezért lesz egy olyan X érték, melyre VAW, = W, Z, teljesiil. (A parhuzamos szelSk tételének tobbszori

alkalmazasaval kiszdmolhat6, hogy A = esetén lesz egyenlGség, lasd a megoldas utani Megjegyzést.)

Ha V\W, = Wy Z,, akkor a hatszdg tengelyes szimmetridjabol kovetkezd VaWy = Y Uy és W) Zy = X\ Y, egyen-
16ségek miatt miatt azt kapjuk, hogy a hatszog két-két szemkozti oldalparja, ViW)y és XYy, valamint Y Uy és W) 2
nemcsak parhuzamos, hanem egyenld hosszi is. Ez azt jelenti, hogy a VW) XY\ és az Y \U\W) Z) négyszogek parale-
logrammak. Ezért atloik felezik egymast. Vagyis ha a W, Y), szakasz felez6pontja O, akkor a V) X, és Uy Z) szakaszok
felez6pontja is O. Ez pedig azt jelenti, hogy az UxVaAWxZ, XY, hatszog az O pontra nézve kdzéppontosan szimmet-
rikus.

Ezzel allitdsunkat belattuk.

Megjegyzés. A pontos értékét a 4. dbra jeloléseit hasznalva szamoljuk ki. Legyen az Sy sik és az AM egyenes doféspontja @,
jeloljiikk az EQ tavolsagot x-szel. Ekkor egyrészt
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Masrészt az EC-vel parhuzamos U,V) egyenes is dtmegy Q-n, ezért EV Q< = 36°, tehat az EVAQ és EM D haromszogek

V541

hasonloéak, ezért EV) = 5 EQ, s igy
V5+1
_ EV __— a2 T _(\/5_1)“;
WiVy = =N -NF = \/5;3 NF = #NF.

Mivel MF = NF, ezért WxZy = WV, pontosan akkor teljesiil, ha
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azaz ha = = v/5/5. Ebb6l pedig azt kapjuk, hogy
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