I. megoldas. Megmutatjuk, hogy az els6 kifejezés a nagyobb, vagyis

2-logs 3 -loggb-logy7-...-logs 2011 -logs 2013 <
<logs4-logs6-logs 8- ... log; 2012 - logs 2014.

A bal oldalon &ll6 szorzat minden tényezGje pozitiv, igy az egyenlGtlenség ekvivalens a kovetkezével:

2-/log; 3 - \/logy 3 -logy 5 - \/logs 5-logs 7+ ... -
- y/logs 2011 - logs 2013 - y/logs 2013 <
<logs 4 -log;6-logs 8- ... log; 2012 - logs 2014.

Ha 3 < n, akkor a 0 < loggn és a 0 < logs(n + 2) kifejezésekre alkalmazva a mértani és szamtani kozép kozti
egyenlétlenséget:

logs n + logs(n + 2)

\/10g3 n-logg(n +2) < B :

A logs z fliggvény konkav, igy a Jensen-egyenlStlenség szerint:

logs n + logs(n + 2) < log <n—|—(n—|—2)
slogy | ————

: 22—

ezért

Vlogsn -logs(n + 2) < logs(n + 1).
Ezt rendre n = 3,5, ...,2011-re alkalmazva:

V/log; 3 -logy 5+ y/logs 5-1logs 7 - ... - /logy 2011 - log; 2013 <
<logz4-logs6-...-logs2012,

igy az allitas igazolasdhoz elég a kovetkezdt belatnunk:

2 \/log; 3 - /log; 2013 < log; 2014.

Nyilvan y/log; 2013 < y/log; 2014 és log; 3 = 1, emiatt elég a kovetkezst igazolnunk:

2 < 4/logs 2014,

4 <logs 2014,
3t =81 <2014
(felhasznélva, hogy a v/x és a log, x fiiggvény szigoriian monoton ng).
Ezzel belattuk, hogy a két kifejezés koziil valoban az elsé a nagyobb.

I1. megoldas. El6szor a kovetkez6 lemmat igazoljuk: Ha n > 1 egész szam, akkor log,(n + 1) > log, . (n + 2),

azaz
log,,(n + 2)

I 1
og(n+1) > log,,(n+1)’

illetve )
(log,(n+1))" >log,(n + 2).

Ez az y = n® fliggvény szigord monoton novekedése miatt ekvivalens azzal, hogy

(o, (n+1)? S | log, (n+2)

vagyis
(TL + 1)logn(n+1) >n+ 2.

Legyen n =a, 1 =b és log, (n+ 1) = k > 1. Ekkor a belatandé egyenlStlenség:
(a+b)" > a® + b~

Mivel (a + b)* > 0, oszthatunk vele:




b
Mivel a,b >0, k > 1, ¢ <1és < 1, azért
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+b
a k< a ) b k< b i
a+b a+b’ e a+b a+b’ 16y
a

k k
B (L L
a+b a+b a+b a+b

ez pedig éppen a bizonyitandé allités.
Ezutan belatjuk, hogy a feladatban megadott els kifejezés a nagyobb. Mivel mindketté pozitiv, ez nyilvan ekvi-
valens a kovetkezs egyenlGtlenséggel:

logs 4 -logz6- ... logs 2014
2logs 3 -logg 5+ ... log; 2013 = 77

vagyis az attérési képlet alkalmazaséval:
A =logs4-logs6-... logyy 32014 > 2.
Legyen B = log, 5logg 7. . .logyp14 2015. A lemma miatt A > B, ezért

A? > AB =logz 4 -log, 5 -1ogs 6 - ... - logygi3 2014 - logyg 4 2015 =
o 410g35 log, 6 log; 2014 logs 2015
T8 0g, 4 logs5 " logy 2013 log, 2014

= log; 2015 > 4,

tehat valoban A > 2.



