Megoldas. Megmutatjuk, hogy m = 2k.

El6szor azt latjuk be, hogy ha van olyan egyenes, amelyik a 3k pont koziil legalabb (2k + 1)-et tartalmaz, akkor
a pontok nem oszthaték k& darab harmas csoportba gy, hogy az egy csoportban 1évé pontok egy héromszog csicsai.
Ez azonnal kovetkezik abbol, hogy tetsz6leges haromszog harom csicsa koziil egy egyenes legfeljebb kett6t tartalmaz,
ezért k darab kiilonb6z6 haromszog csicsai koziil legfeljebb 2k darabot tartalmazhat barmely egyenes.

Ha nincs olyan egyenes, amelyik 2k-nal tobbet tartalmaz a 3k pont koziil, akkor k szerinti teljes indukciéval
megmutatjuk, hogy a pontok £ darab harmas csoportba oszthaték tgy, hogy az egy csoportban lévé pontok egy
haromszog csucsai. Ha k = 1, akkor a feltételiink szerint a harom pont nem kollineéris, ezért egy haromszog csicsait
alkotja, tehat ekkor igaz az allitds. A k = 2 esetet is kiilon bizonyitjuk, mert az indukciés lépés sordn fel fogjuk
hasznalni, hogy a pontok szadma legalabb 6. Ha a pontok koziil semelyik harom nem kollinearis, akkor barhogyan is
osztjuk Gket két csoportba, az egy csoportban 1év6 pontok egy haromszog csticsai lesznek. Ha a pontok koziil pontosan
négy, mondjuk A, B, C és D egy e egyenesre esik, a maradék ketts, £ és F' pedig nincs rajta e-n, akkor példaul
{A,B,E}, {C,D, F} j6 beosztas (1. dbra). Végiil ha a pontok koziil semelyik négy nem kollinearis, de mondjuk A, B
és C' egy e egyenesre esik, akkor a maradék harom pont koziil valasszunk ki kettst, legyenek ezek D és E. Feltehet,
hogy a DFE és e egyenesek metszéspontja nem A. Ekkor ha a hatodik pont F', akkor példaul {A, D, E}, {B,C,F} jo
beosztas (2. dbra).

2. dbra

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k = n > 1-re. Legyen adott 3(n + 1) kiilénb6z6 pont tgy, hogy koziiliik legfeljebb
2(n 4 1) esik egy egyenesbe. Tekintsiik azokat az egyeneseket, melyek a pontok koziil legalabb kettst tartalmaznak.
Legyen ezek szama N. (Az ilyen egyenesek szédma véges, hiszen nyilvan fennall az N < <3n2—|— 3) egyenlétlenség.) Jelolje
ezeket az egyeneseket ¢1, 0o, ..., {n, és valasszuk Ggy a szamozast, hogy ha |¢;| az adott pontok koziil azoknak a szama,
melyeket az ¢; egyenes tartalmaz, akkor minden ¢ = 1,2,..., N — 1 esetén teljesiiljon az |{;| > |¢;11] egyenl6tlenség
(a szadmozas nem egyértelmt, mert lehetnek olyan egyenesek, melyek ugyanannyi pontot tartalmaznak).

El6szor megmutatjuk, hogy [¢3| < 2n + 1. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ha |f5] > 2n + 1, akkor |3 > 2n 41 és
|¢1] > 2n+1 is fennall. Ezért e harom egyenes az adott pontok koziil legalabb 3(2n+1) — 3 = 6n kiilonboz6t tartalmaz,
hiszen az egyeneseken 1év6 pontok koziil legfeljebb az 1 N ¢a, ¢1 N €5 és ¢3 N {3 pontokat szamoltuk kétszer a 3(2n+ 1)
osszegben (3. dbra). Viszont n > 1 miatt 6n > 3n + 3, s ebbdl az ellentmondésbol kovetkezik, hogy |€3] < 2n + 1.
Hasonl6 modon latjuk be, hogy |¢2| < 2n+ 2. Ha ugyanis |[f3] > 2n+2, akkor |[¢1] > 2n+ 2, ezért e két egyenes az adott
pontok koziil legalabb 2(2n 4+ 2) — 1 = 4n + 3 > 3n + 3 kiilénboz6t tartalmaz, hiszen az egyeneseken lévé pontok
koziil legfeljebb az ¢1 N {¢s pontot szamoltuk kétszer a 2(2n + 2) 6sszegben. Ebbdl az ellentmondasboél kivetkezik, hogy
|£2| < 2n+ 2.
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3. dbra



Tehat |[¢1] < 2n+ 2, [l2] < 2n+ 1, és ha i > 2, akkor |¢;] < 2n teljesiil. Valasszunk ki az ¢; egyenesen 1évs adott
pontok koziil kett6t tetszGlegesen, és vegyilink hozzajuk harmadiknak az ¢s egyenesen lévé adott pontok koziil egy
olyat, amelyik nincs rajta az ¢; egyenesen. E harom pont nyilvian haromszoget alkot. A maradék (3n + 3) — 3 = 3n
pontra pedig teljesiil az indukcids feltevésiink, mert koziiliik semelyik 2n nincs egy egyenesen. Hiszen tovabbra is
csak az ¢; egyenesek tartalmaznak a pontok koziil legalabb kett6t, az ¢1-en 1évé maradék pontok szama legfeljebb
(2n+2) — 2 = 2n, az ¢e-en lévé maradék pontok szama legfeljebb (2n+ 1) — 1 = 2n, a t&bbi egyenesre pedig |4;| < 2n
teljesiil. Vagyis ezek a pontok beoszthaték n darab harmas csoportba gy, hogy az egy csoportban 1évé pontok egy
haromszog cstucsai. Ezért a 3n + 3 pont is beoszthaté a feltételeknek megfelelGen, s ezzel allitasunkat belattuk.



