I. megoldas. Egy kocka barmely éle a kockanak két lapjan van rajta és két csicsat tartalmazza. Mivel kitérd
egyenesek nincsenek egy sikban, ezért a kocka minden lapsikjan a harom péaronként kitérd élegyenes koziil pontosan
egy van rajta és a kocka nyolc csicsa koziil pontosan ketts olyan van, amelyiken a harom paronként kitérd élegyenes
koziil egyik sem megy at.

Feltehetd, hogy az ABCDEFGH kocka harom paronként kitérs élegyenese koziil az egyik a BC' (1. dbra). Ekkor
a kocka A-n, illetve D-n atmeng élegyenesei koziil csak az egyméssal parhuzamos AE és DH egyenesek kitérék BC-vel.
Ezért a harom paronként kitérd élegyenes az ABC D lapnak legfeljebb harom csucséat tartalmazza. Ez nyilvan a kocka
béarmely lapjéra igaz, ezért minden lapon van legalabb egy olyan csdcs, melyet a harom paronként kitérs élegyenes
egyike sem tartalmaz. De mivel az ilyen csiicsok szdma kettd, és minden cstucsra a kockidnak harom lapja illeszkedik,
ezért ez azt jelenti, hogy a harom paronként kitérs élegyenes altal nem tartalmazott két csicsra a kocka hat lapja
koziil harom-haromnak kell illeszkednie, tehat a két nem tartalmazott csics a kocka egy testatlojanak két végpontja
kell, hogy legyen.

1. dbra

A kockdnak a BC' él felez6merdéleges sikjara valoé szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy ez a testatlo AG. Ekkor
a D-n atmeng élek koziil DH kell, hogy szerepeljen a harom paronként kitérs élegyenes kozt, s ezért a harmadik
egyenes csak EF lehet.

Megmutatjuk, hogy az AG testatléo minden pontja egyenls tavolsagra van a BC, DH és E'F egyenesektsl. Ehhez
elegendd belatnunk, hogy a testatlo koriili 120°-os forgatasok a harom egyenest ciklikusan permutaljak, mert ebbsl
a forgatas szogtartasa miatt kovetkezik, hogy a testatlo egy tetszéleges T pontjabol a BC, DH és EF egyenesekre
bocsajtott merélegeseket is permutaljak a forgatasok, azaz T egyenls tavolsdgra van a harom egyenestél.

A BDE és CFH haromszogek szabalyosak, mert mindegyik oldaluk hossza megegyezik a kocka lapatlojanak
hosszaval. Legyen K, illetve L e két szabélyos haromszog kozéppontja. Mivel AB = AD = AE és GB = GD = GE,
ezért Ais és G israjta van a BDE haromszog sikjara K-ban éllitott merdlegesen, azaz AG merdleges a BD E haromszog
sikjara és atmegy K-n. Az AC = AF = AH és GC = GF' = GH egyenl6ségekbdl pedig ugyanigy az kdvetkezik, hogy
AG merdleges a CFH haromszog sikjara is és atmegy L-en is. Ezért az AG koriili 120°-os forgatasnal B, D és F
egy K kozépponta korén mozog és B — D, D — FE és E — B, mig C, H és F egy L kozéppontu koron mozog és
Cr— H, H— F és F— C (2 dbra). Ez pedig azt jelenti, hogy a harom kitérs egyenesre BC — DH, DH +— EF és
EF — BC, amit bizonyitani akartunk.

II. megoldas. Vegyiink fel egy térbeli derékszogt koordinata-rendszert ugy, hogy az origdja legyen A, a tengelyek
legyenek parhuzamosak a kocka éleivel és legyen G = (1,1, 1). Jeloljik a BC, DH és EF egyeneseket rendre e, f és
g-vel. Ekkor ezek egyenletrendszere:

e: X=1és272=0; f:Y=1ésX=0; ¢g:Z=1ésY =0.



3. dbra

Ha P = (a,b,c) egy tetszoleges pont, akkor a P-n atmend, az e, f és g egyenesekre merdleges sikok egyenletei
rendre
Y=0b Z=c & X =aua,

e sikoknak az egyenesekkel valé metszéspontjai pedig
P.=(1,b,0), P;=(0,1,¢) és P,=(a,0,1).

A P pontnak az egyenesektdl valo tavolsagai tehét
PP, =\/(a—1)>+¢, PP;=1/a2+(b—1)> & PP, =\/b2+ (c—1)"

Lathato, hogy ha a = b = ¢, akkor PP, = PPy = PPy = 1/ (a — 1)% 4 a2, tehat a kocka AG testatlojanak minden

pontja egyenld tavolsdgra van a harom péaronként kitéré BC, DH és EF élegyenestdl.

Megjegyzés. A méasodik megoldasbodl az is latszik, hogy nem csak a testatld pontjai vannak egyenlS tavolsagra a harom
élegyenest6l. A P pont pontosan akkor van egyenl$ tavolsagra a harom egyenestSl, ha PP. = PPy és PP. = PP, egyszerre
teljesiil. Az els6 egyenl@séget rendezve kapjuk, hogy

(a—1)2 4+ =a’+ (b—1)

azaz
A —b=2(a—b).

Vagyis P pontosan akkor van egyenls tavolsagra az e és f élegyenestdl, ha rajta van a
(1) ZP—Y?=2(X-Y)

egyenlet feliileten. Ez egy jol ismert masodrendi feliilet, hiperbolikus paraboloidnak, vagy nyeregfeliletnek nevezik (4. dbra).
Geometriai tulajdonsagainak részletes leirdsa megtalalhaté pl. Hajos Gy.: Bevezetés a geometridba cimd konyvének 50.7. fejeze-
tében. Ugyanigy kapjuk, hogy a PP. = PP, feltételnek eleget tevs pontok is egy nyeregfeliileten vannak, melynek egyenlete

(2) X?-Y?=2X-2).
€
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4. dbra

A harom éltsl egyenls tavolsagra lévs pontok pedig a két nyeregfeliilet k6z0s részén vannak. Két nyeregfeliilet metszete
altaldban egy negyedrendd térgorbe, esetiinkben viszont némileg egyszeribb a helyzet, mert a metszet szétesik két gorbére,
melyek egyike az X = Y = Z egyenletrendszerd egyenes. A méasik gorbét az (1) és (2) egyenletekbdl allo egyenletrendszer



megoldasabdl kapjuk. Csak két egyenletiink van és harom ismeretlen, igy egy ¢ paraméter segitségével tudjuk megadni azokat
a megoldasokat, melyekre X # Y # Z teljesiil. A szamolast most nem részletezziik. A megoldas:

P —4t+8
X(t) ==~
) 2(t2—2t)’

t* —4t* + 4t — 8
Y(t)=—F————
®) 2(t2—2t)
3 2
Z(ty = —L AT 12648

2(t2 — 2t)

Minden 0 # ¢ # 2 valos szamhoz tartozik a metszetgérbének egy pontja. Ha pl. ¢ = 1, akkor X (t) = —5/2, Y (t) = 7/2 és

Z(t) = 1/2. Tehat az
571
r=(-533)

olyan pont, mely mindharom élegyenestél ugyanolyan tavolsagra, pontosan 5v/2 /2-re van.



