I. megoldas. A feladatban megfogalmazottnal erGsebb allitast bizonyitunk. Legyen A a @Q-nak egy tetszdleges
részhalmaza, és legyen B = @ \ A. Ekkor az olyan (a,b) parok szama, amelyekben a € A, b € B, tovabba az a és b
sorozatok csak egyetlen tagban térnek el egyméstol, legaldbb min (|4|, |B|). Vilagos, hogy a fenti llitas |A| = 2"~
esetén éppen a kitizott feladat.

A fent megfogalmazott allitast n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ha n = 1, akkor az allitas nyilvanvaloan igaz.
Tegyiik fel, hogy az allitas n-re igaz, és lassuk be (n + 1)-re. Legyenek tehat az A halmaz elemei bizonyos n + 1 tagu
0/1-sorozatok, B pedig &alljon a tobbi n + 1 taga 0/1-sorozathol. Feltehetjiik, hogy |A| < |B|, mert ellenkezs esetben
felcserélhetjiik A és B szerepét. Legyen az A-beli, 0-ra végz6ds sorozatok szama x, az 1-re végzédské y. Ekkor tehat
x +y = |A| < 2. Feltehetjiik, hogy = > y. Ekkor y < 2771,

A feladatban leszamlalando (a,b) parok négyfélék lehetnek aszerint, hogy mi a, illetve b utolso tagja.

1. Olyan parokbol, ahol ez a két utolso tag 1, az indukcios feltevés szerint legalabb min(y, 2" — y) = y darab van.

2. Olyanokbol, ahol ez a két utolso tag 0, az indukcios feltevés szerint legalabb min(z, 2™ — x) > y darab van.

3. Olyanokbdl, ahol a utolso tagja 0, b-é pedig 1, legalabb x — y darab van, hiszen az x darab A-beli, O-ra végz6ds
sorozat kozott legfeljebb y olyan lehet, amelynek utolséd tagjat 1-re valtoztatva ismét A-beli sorozatot kapunk.

4. A negyedik fajta parbol legaldbb 0 darab van.

A vizsgalt parok szama tehat legalabb y +y + (x —y) + 0 = z + y = |A|. Ezzel az indukcios lépést igazoltuk, a fent
megfogalmazott allitas bizonyitasat befejeztiik. g

II. megoldas. Az I. megoldasban igazolt &llitdsnél egy erGsebbet bizonyitunk az aldbbiakban.

Azt mondjuk, hogy a Q-beli q1, g2, . . . sorozatok monoton sort alkotnak, ha minden értelmes i-re ¢; és ¢;4+1 egyetlen
tagban tér el egymastol, tovabba q; és ;11 eltérése kordbban van, mint a ¢;4;1 és g;42 eltérése. Vilagos példaul, hogy
egy monoton sor hossza legfeljebb n+ 1 lehet, de az is konnyen lathato, hogy tetszleges x,y € @ sorozatokra pontosan
egy olyan monoton sor létezik, amely z-szel kezd6dik és y-ra végzddik.

Legyen most A C Q, B = Q\ A, és tegyiik fel, hogy |A| < 2"~'. Az iménti megfigyelésiink szerint az olyan monoton
sorok szama, amelyek A-beli sorozatbol indulnak és B-beliben érnek véget, pontosan |A| - |B|. Vildgos, hogy minden
ilyen ¢, go, . .. monoton sorhoz van legaldbb egy olyan ¢ index, amelyre ¢; € A és ¢;4+1 € B.

Most tegytik fel, hogy az a € A és b € B sorozatok pontosan egy (mondjuk az i-edik) tagban térnek el. Az olyan
monoton sorok szama, amelyek az a és a b sorozatot is tartalmazzak, pontosan 2"~ !, hiszen minden ilyen monoton
sort egyértelmiien meghataroznak azok a helyek, amelyeken taldlhat6é tagokban a sorban egymast kovets sorozatok
eltérnek. Az i-dik hely bizonyosan ilyen eltérés (az egymast kovetd a és b sorozatok miatt), a fennmarad6 n — 1 hely
mindegyikérdl pedig egymastol fliggetleniil eldonthetjiik, hogy legyen-e a monoton sorban két egymést kovets sorozat,
amelyek ott térnek el, vagy ne.

Ezek szerint a feladatban leirt (a,b) parok szamanak 2" '-szerese nem lehet kisebb |A| - |B|-nél, azaz az A-bol
B-be vezets monoton sorok szamanal. Tehat a keresett (a,b) parok szama legalabb

|B| 2n71
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A bizonyitandé allitas innen kozvetleniil adodik az |A| = 2"~ feltételbdl. O

Megjegyzések. 1. A II. megoldas gondolatmenete Molnar-Saska Zoltan megoldasabol szarmazik. Lényegében ugyanez az ér-
velés rekonstrualhaté Matolcsi David dolgozatabdl is.

2. Ahogy a II. megoldasban, tegyiik fel ismét, hogy A C Q, B = Q \ A, valamint |A| < 2""". A IL. megoldasbol kénnyen
levezethetd, hogy az olyan (a,b) parok szama, amelyek csak egy tagban térnek el és a € A, illetve b € B, pontosan akkor egyenls
|A]-val, ha A = () vagy ha |A| = 2""" és A mindazon sorozatok halmaza, amelyeknek egy konkrét tagja rogzitett, a tobbit pedig
az Osszes lehetséges modon valasztjuk.

3. A kitlzott feladat lényegében ekvivalens azzal az ismert ténnyel, hogy a hiperkocka tn. Cheeger-szama 1-gyel egyenld.



