I. megoldas. Mivel a haromszog keriilete egységnyi, ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy

(a+b+c)?
2

teljesiil. Ezzel ekvivalens egyenléStlenséget kapunk a négyzetreemelés elvégzésével és rendezéssel:

a® +b% + & + dabe <

8abc < 2ab + 2bc + 2ca — a® — b* — 2,
Ismét felhasznélva az a + b+ ¢ = 1 egyenlGséget, elegend6 megmutatnunk, hogy
8abc -1 < (2ab+ 2bc + 2ca — a® — b* — *)(a + b+ c),
azaz
0< —a®—b%—c +a?b+ab® + b2c+ be? + Pa + ac® — 2abe,
O0<(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c).

Ez viszont a haromszog-egyenlGtlenség miatt igaz. Igy az eredeti egyenlGtlenség is teljesiil, mert ekvivalens atalakité-
sokat hajtottunk végre.

II. megoldas. Jelolje a haromszog teriiletét T, beirt-, illetve koriilirt korének sugarat r és R, keriiletét pedig 2s.
Ekkor az ismert 0sszefliggések szerin
és R =

(1) r= =7

El6szor megmutatjuk, hogy a hdromszog oldalainak un. elemi szimmetrikus polinomgjai egyszertien kifejezhet6k r,
R és s segitségével, mégpedig a kovetkezd mddon:

T abc
s

(2) o1(a,b,c) =a+b+c=2s,
(3) oa(a,b,c) = ab+ bc + ca = s> + r? + 4rR,
(4) os(a,b,c) = abc = 4rRs.

A héarom Osszefliggés koziil (2) nem mas, mint s definicidja, (4) pedig azonnal adodik az (1)-beli két képlet Gssze-
szorzasabol. A (3) egyenlGséget szintén az (1) képleteket felhasznalva latjuk be. Ezek alapjan azt kell bizonyitanunk,
hogy

(a+b+c)? n T? abe

ab+ bc+ ca = 1 = -

Ezt rendezve és a teriiletet Héron-képletébdl kifejezve:

(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) 8abe

2ab + 2bc+ 2ca — a®? — b2 — & = .
a+b+ec a+b+c

Vagyis azt kell megmutatnunk, hogy
(2ab + 2bc + 2ca — a® —b* — ¢*)(a+b+c) — 8abc = (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c).

Ezt viszont mar kiszdmoltuk az I. megoldas soran.

Az elemi szimmetrikus polinomok segitségével barmely szimmetrikus polinom (azaz olyan polinom, melynek val-
tozoit tetsz6leges modon felcserélve ugyanazt a polinomot kapjuk) kifejezhets. (Ezt nevezik a szimmetrikus polinomok
alaptételének.) Esetiinkben

a® +b* + ¢ + dabe = (o1(a, b, c))2 —203(a,b,c) + 4o3(a, b, c).

Feladatunk Allitasanak igazoldsdhoz tehat azt kell megmutatnunk, hogy
1
(25)> —2(s? + 72 +4rR) +4-4rRs < 3

Felhasznalva, hogy 2s = 1 és a bal oldalon felbontva a zaréjeleket, kapjuk, hogy
1 1

1—-—2r% <
5 7“<27

ami 72 > 0 miatt nyilvan teljesiil.
Tehat a feladat allitasdban szerepld egyenlStlenség minden haromszogre fennéll. Megoldasunkbol az is latszik, hogy

az egyenlGtlenség jobb oldalén az 3 helyett nem irhatunk kisebb szamot, mert 72 tetszGlegesen kicsi lehet.

!Ezek bizonyitdsa megtalalhato pl. Kiss Gy Amit jo tudni a haromszdgekrsl, KoéMaL, 52 (2002), 130-139;
http://www.komal.hu/cikkek/kissgy/haromszogekrol/amitjotudni.h.shtml.



