I. megoldas. A feladatot grafikusan oldjuk meg. Derékszogi koordindtarendszerben dbrazoljuk az Y = mX +4 és
az Y = ‘X 210X + 21| fliggvényeket. A két gorbe kozos pontjainak a szama adja az eredeti egyenlet megoldasainak
szamat.

Az Y = mX + 4 egy egyenes egyenlete. Jeloljiik ezt az egyenest e,,-mel. Ha X = 0, akkor Y = 4, ezért e, mindig
atmegy a koordinatarendszer A = (0;4) pontjan. Az egyenes meredeksége az m értékétdl fiigg, s tekinthetjiik agy,
hogy ha m-et valtoztatjuk, akkor e,, az A koriil forog.

Az Y = X? — 10X + 21 fiiggvény képe egy olyan felfelé nyilo P parabola, mely a B = (3;0) és a C = (7;0)
pontokban metszi az x tengelyt (mert az 2° — 10z + 21 = 0 egyenlet gySkei 3 és 7). Ezért az Y = |X? — 10X + 21
fiiggvény G képét ugy kapjuk, hogy = < 3, valamint 7 < z esetén tekintjiik P megfeleld iveit, ha pedig 3 < x < 7, akkor
P-nek az z-tengelyre vonatkozo P’ tiikorképét, ami éppen az Y = — (X 210X+ 21) egyenleti parabola megfelels ive
(1. dbra). Azt kell tehat meghataroznunk, hogy az e,, egyenesnek hany kozos pontja van a két parabola darabjaibol
Osszerakott gorbével.

1. dbra

Tudjuk, hogy egy kiils6 K pontbol egy parabolédhoz két érint6 hazhato (lasd pl. Kiss Gy.: Amit jo tudni a kapszele-
tekrdl I. és 1., KoMalL 54 (2004), 450-459. és 514-518. 0.; http: //www.komal.hu/cikkek/2004-11/kupszeletekl.h.shtml).
Ha a koordinatarendszerben egy parabola tengelye fiiggéleges, akkor a K-n atmend egyenesek koziil a fiigg6legesnek
egy kozos pontja van a parabolaval, ha pedig a K-bol a paraboldhoz huzott érinték meredeksége t1 < t2, akkor a K-n
dtmené m meredekségl egyeneseknek t; < m < to esetén nincs, m < t; és to < m esetén pedig pontosan két kdzos
pontjuk van a parabolaval (2. dbra).

m’' <t <m<ty<m

2. dbra

Hatarozzuk meg az A-bol P-hez htzhato6 érinték meredekségét. Az e, egyenes akkor érint6, ha az
mr+4=x>—10z+21, azaz 2> —(10+m)z+17=0
egyenletnek egy megoldasa van. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkriminansa 0, vagyis ha
(104 m)>—4-17=0, azaz
m? +20m+32 =0,
amibdl kapjuk, hogy m; » = —10+ V/68. Ugyanigy kapjuk, hogy az A-b6l P’-héz huzhato érint6k meredeksége ms = 0 és
my = 20. A metszéspontok szamanak meghatarozasihoz még sziikségiink van az AB és AC' egyenesek meredekségére,

ami a pontok koordinataibol konnyen adodik, AB esetén ms = (0 — 4)/(3 — 0) = —4/3, AC esetén pedig mg =
(0—4)/(7—-0)=—4/7 (3. dbra).
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3. dbra

Ezek utdn az mX +4 = |X 210X + 21‘ egyenlet megoldasainak szamat leolvashatjuk a 3. abrarol.

e Ha m < —10 — V68, akkor 2 megoldas van, mert e,, két-két pontban metszi P-t is és P’-t is, de a négy
metszéspont koziil csak kettd tartozik G-hez, mert a P’-vel vett metszéspontok az z tengely alatt vannak.

e Ham = —10 — V68, akkor 1 megold4s van, mert e,, érinti P-t és két pontban metszi P’-t, de e két utébbi pont
nem tartozik G-hez, mert az x tengely alatt vannak.

e Ha —10 — V68 < m < —4/3, akkor a megoldéasok szama 0, mert e,, és P valamennyi (nulla, egy, vagy ketts)
metszéspontja, tovabba e,, és P’ két metszéspontja is az x tengely alatt van, ezért nem tartozik G-hez.

e Ha m = —4/3, akkor 1 megoldés van, mert e,, két-két pontban metszi P-t is és P’-t is, de a négy metszéspont
koziil ketts egybeesik B-vel, a masik kett6 pedig nem tartozik G-hez, mert az x tengely alatt van.

e Ha —4/3 < m < —4/7, akkor 2 megoldas van, mert e,, két-két pontban metszi P-t is és P’-t is, de a metszéspontok
koziil csak egy-egy tartozik G-hez, mert a masik két pont az x tengely alatt van.

e Ha m = —4/7, akkor 3 megoldas van, mert e, két-két G-hez tartozo pontban metszi P-t is és P’-t is, de a négy
metszéspont koziil ketts egybeesik C-vel.

e Ha —4/7 < m < 0, akkor 4 megoldas van, mert e,, két-két pontban metszi P-t is és P’-t is, és a metszéspontok
mindegyike G-hez tartozik.

e Ha m = 0, akkor 3 megoldas van, mert e,, két pontban metszi P-t és érinti P’-t, és a kozds pontok mindegyike
G-hez tartozik.

e Ha 0 < m, akkor 2 megoldas van, mert e,, két G-hez tartoz6é pontban metszi P-t, a P’-vel kdzds pontjai (nulla,
egy vagy kettd, attol fiiggben, hogy m < 20, m = 20 vagy m > 20) pedig az x tengely alatt vannak, ezért nem
tartoznak G-hez.

II. megoldas. Az abszolutérték definicidja szerint X2 — 10X + 21 > 0 esetén az mX +4 = X2 — 10X + 21, mig
X2 — 10X 421 < 0 esetén az mX +4 = —(X2 — 10X + 21) egyenletet kell megoldanunk.

1. eset. Ha X% — 10X 4 21 > 0, akkor X > 7 vagy X < 3. Vizsgaljuk meg, hogy az X? — (m + 10)X 4+ 17 = 0
egyenlet megoldasai milyen m értékek esetén esnek a megadott tartomanyokba. A megoldoképlet alapjan a gyokok

m+10+vm? +20m +32 m+ 10 — vm? 4+ 20m + 32
X1: B es X2: B .

Tehat csak akkor vannak valos gyokok, ha m? +20m + 32 > 0, azaz ha m < —10 — V68 vagy —10 + V68 < m teljesiil.
Ha X, > 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy v/m? + 20m + 32 > 4 —m. Ha 4 — m > 0, akkor a négyzetreemelés

ekvivalens atalakitds. Rendezés utan m > —= kovetkezik. Osszevonva a feltétellel: 4 > m > —- Ha m > 4, akkor

4
a diszkriminans nemnegativ, 4 — m < 0, tehat az egyenl&tlenség teljesiil. Vagyis Osszegezve: m > 7 Ha X; < 3,

akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy v/m?2 4+ 20m + 32 < —4 — m, ami csak akkor teljesiilhet, ha —4 > m. Tovabba
a m? 4 20m + 32 > 0 egyenl6tlenségnek is fenn kell allnia, ezért m < —10 — v/68. Ekkor négyzetreemelés és rendezés
utan kapjuk, hogy m < —4/3, tehat az X; < 3 egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha m < —10 — V68.



Ha X, > 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy m — 4 > v/m?2 + 20m + 32, amibgl négyzetreemelés és djabb
rendezés utan m < —4/7 kovetkezik. Ha ez teljesiil, akkor m — 4 < 0, ezért a négyzetreemelés nem volt ekvivalens
atalakitas, az eredeti egyenlGtlenség nem &ll fenn. Tehat Xy > 7 soha nem teljesiil. Ha Xy < 3, akkor ezt atrendezve
kapjuk, hogy m +4 < v/m2 4+ 20m + 32. Ez m < —10 — v/68 esetén nyilvan teljesiil, ha pedig —10 + v/68 < m, akkor
négyzetreemelés és rendezés utan kapjuk, hogy m > —4/3. Ekkor a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, az eredeti
egyenlGtlenség is fennall.

2. eset. Ha X% — 10X + 21 < 0, akkor a 3 < X < 7 egyenl6tlenségeknek kell teljesiilni. Ebben az esetben
az X% 4 (m — 10)X + 25 = 0 egyenletet kell megoldanunk, aminek gyokei

X —-m + 10+ vVm?2 — 20m s X —m+10 — vVm?2 — 20m
3 = 4 = .
2 2

Csak akkor vannak valés gyokok, ha m? — 20m > 0, azaz ha m < 0 vagy 20 < m teljesiil.
Ha 3 < X3 < 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy

m—4 < vm?2—20m <m + 4.

Ha m < 0, akkor a bal oldali egyenl6tlenség nyilvan teljesiil, a jobb oldalibél pedig négyzetreemelés és tjabb rendezés
utdn m > —4/7 kovetkezik. Ha ez teljesiil, akkor m + 4 > 0, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, az eredeti
egyenlStlenség is fennall. Ha m > 20, akkor négyzetreemelés és rendezés utan a bal oldali egyenlStlenséghdl m < —4/3
adodik, tehat ez az egyenl6tlenség nem &llhat fenn.

Ha 3 < X4 < 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy

vVm2-20m<-m+4 é —m—4<vVm?2—-20m.

Ha m < 0, akkor az els6 egyenlStlenségbdl négyzetreemelés és tjabb rendezés utdn m > —4/3 kovetkezik. Ha ez
teljesiil, akkor m +4 > 0, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, az eredeti egyenl6tlenség is fennéll, a masodik
egyenl6tlenség pedig nyilvan teljesiil, ha —4/3 < m < 0. Ha m > 20, akkor az els§ egyenl6tlenség jobb oldalan negativ
szam all, tehat ekkor nem teljesiilhet az egyenlGtlenség.

A kapott eredményeinket a kovetkezs tablazatban foglalhatjuk Gssze:

m értéke megoldasok szama
m < —10 — V68 2
m = —10 — V68 1
—10—\/68<m<—§ 0
4
< < 1 2
Ccem< —=
3 4 7 X
m=—=
4 7
—=<m<0 4
m = 3
0<m 2




