I. megoldas. Induljunk ki a feltételbél és alakitsuk at, majd ismét hasznaljuk fel az eredeti feltételt. Igy kapjuk,
hogy:

R<r(V2+1), R*<Rr(V2+1),
R*—2Rr < Rr(vV2-1) <r(v2+1)-r(vV2-1) =12

AN

Euler tétele szerint, ha d jeldli a haromszog beirhaté kore és koriilirt kore kdzéppontjanak a tavolsagat, akkor
d*> = R*> — 2Rr.

Feltételiinkbdl tehat d? < r2, azaz d < r kovetkezik.

A két kor kozéppontjanak a tavolsaga kisebb, mint a beirt kor sugara, ezért a koriilirt kor kézéppontja a beirt kor
belsejében, s igy a haromszog belsejében van. Viszont egy haromszog koriilirt kdrének kozéppontja pontosan akkor van
a haromszog belsejében, ha a haromszog hegyesszogi. Tehat a R < 7‘(\/54— 1) feltételbdl kovetkezik, hogy a haromszog
hegyesszog.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha egy haromszdgben teljesiil az eredeti feltétel atalakitasaval kapott, azzal
ekvivalens )
r
—4+1>—=—+1=V2
R V2 +1
egyenl6tlenség, akkor a haromszog hegyesszog.
Jelolje a haromszog szogeit a, 5 és v. Tudjuk, hogy

r
= +1=cosa+cosfB+ cosvy
(ennek bizonyitasat lasd a megoldas utani megjegyzésben). Ezért elég azt megmutatnunk, hogy ha a haromsz6g nem
hegyesszogi, akkor

cosa + cos 4 cosy < V2.

Feltehetjiik, hogy v a legnagyobb szég. Ekkor v > 90°, és ezért a + 8 < 90°, tovabba cosy = — cos(a + ). Tehat azt
kell belatnunk, hogy
cosa + cos B — cos(a + ) < V2.

A koszinuszok Osszegére vonatkozo képletet alkalmazva, felhasznalva, hogy 0 < cos a—5 < 1, végiil pedig a két-

szeres szOg koszinuszanak képletét hasznalva kapjuk, hogy

atp cos 2= p
2 2
+5 — 2cos? M

cosa + cos  — cos(a + ) = 2 cos — cos(a + B)

§2cosa + 1.

b jelolest azt kell tehat megmutatnunk, hogy ha 0° < § < 45°, azaz 1 > cosd > v/2/2, akkor

«
Bevezetve a 6 =

2c080 —2cos’d + 1 < V2.

Ez rendezés és teljes négyzetté kiegészités utan ekvivalens a

1 2 2\/5—3
<
0 <C085 2) + 74



egyenlGtlenséggel. A cosd-ra vonatkozé feltétel miatt itt a jobb oldal akkor a legkisebb, ha cosé = v/2/2, s értéke
ekkor 0. Vagyis az egyenl6tlenség mindig fennall, ami bizonyitja allitasunkat.

Megjegyzés. Ha a haromszog oldalait a szokdsos médon a, b és c, keriiletét 2s, teriiletét pedig T jeloli, akkor az ismert r = 5
b .
és R = % Osszefiliggéseket és Héron képletét felhasznalva kapjuk, hogy

(1) T AT (Cadbid(a—bio(atb—c) + 2abe

R sabc 2abc

A szogek koszinuszait a koszinusztételbdl kifejezve majd kozos nevezdre hozva pedig azt kapjuk, hogy

b2 + % —a? a®+ % —b? a’? +v2 =

(2) cosa + cos 3+ cosy = T + 5o + o -
—a® — b — 3 + ab® + ac® + ba® + b? + ca® + cb?
- 2abc ’

Ezutan egyszertd szamolassal ellendrizhetd, hogy az (1) és (2) egyenldségek jobb oldalan allo kifejezések megegyeznek, ami
bizonyitja a feladat megoldasaban felhasznalt azonossagot.



