Megoldas. Vizsgéljuk meg, hogy az a és b hosszusagu élek egymashoz képest hogyan helyezkedhetnek el egy ABC' D
tetraéderben. Mivel a tetraédernek 4 csiicsa van, ezért biztosan van olyan csics, melyben legalabb 2 darab a hossztusagu
él talalkozik. Valaszthatjuk ugy a cstucsok jelolését, hogy AB = AC = a legyen. Ha a harmadik a hosszusagu él BC
vagy AD, akkor a tetraédernek van szabalyos haromszoglapja, az els6 esetben ABC, a masodik esetben pedig BC'D
(1. dbra). Ha a harmadik a hosszisagu él nem BC és nem is AD, akkor véalaszthatjuk ugy a jelolést, hogy BD hossza
legyen a, ez a harmadik eset (2. dbra).

2. dbra

Meghatarozzuk, hogy az egyes esetekben milyen b/a ardnyok esetén létezik tetraéder.

Az els6 és a masodik esetben legyen a szabalyos haromszoglap koriilirt kérének sugara r, a kor kézéppontja K,
ennek és a tetraéder negyedik csicsanak tavolsdga pedig m. Az ADK haromszog a tetraéderek szimmetridja miatt
mindkét esetben derékszogi, ezért Pitagorasz tétele szerint m? = AD? — 2. Pontosan akkor létezik tetraéder, ha
m > 0, azaz AD > r teljesiil. Ismert, hogy ha egy szabélyos haromszog oldalanak hossza h, akkor a haromszog koriilirt
korének sugara hv/3/3. Tehat az els6 esetben mindig létezik tetraéder, mert b > a miatt b > av/3/3 mindig teljesiil,
a masodik esetben pedig pontosan akkor van ilyen tetraéder, ha a > b\/§/3, azaz a\/3 > b fennall.

A harmadik esetben elGszor megkeressiik azt az a/b ardnyt, amikor a tetraéder négyszogge fajul, azaz csticsai egy
sikba esnek. Ekkor az ABDC négyszog oldalainak és atloinak hosszat is ismerjiik (8. d@bra). Mivel megfelels oldalaik
hossza megegyezik, ezért a CAB és ABD héaromszogek egybevago egyenlGszara haromszogek. Ebbél kovetkezik, hogy
C-nek az AB szakasz felez6mer6legesére vonatkozo tiikorképe D, és ezért az ABDC négyszog szimmetrikus trapéz.

Ha tehat ABC< = «, akkor
ACB< = BAD<=BDAq4=a ¢é C(CAB< = ABD<=180°— 2a.
A trapéz alapjainak parhuzamossiga miatt ABC'< és DCB< valtoszogek, és igy DCA< = DCB< + BCA< = 2a.
Az ADC és a BCD haromszogek is egybevago egyenls szart haromszogek, vagyis DAC<{ = DCA< = 2a. Az ABC
haromszoghen a szogek Osszegét felirva kapjuk, hogy

180° = ABC< + BCA< + (BAD<+ DAC<) = a+ a+ (a + 2a) = 5a,

amibél kapjuk, hogy a = 36°. Ebbdl kovetkezik, hogy DC A< = 72° és ADC'<q = 36°.



Ha az ABDC trapéz atloinak metszéspontja M, akkor M D = MC, tovabba
AMC< =180° — (BCA< + DAC<) = 180° — (36° 4 72°) = 72°.
Tehat az AMC héaromszog is egyenls szara, MC = AC = a, és a szbgek egyezGsége miatt hasonlé az ADC harom-
szOghoz. Ezért a két haromszogben a megfelels oldalak ardnya megegyezik, vagyis
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A maésodfoku egyenletet megoldva és figyelembe véve, hogy b/a > 1, kapjuk hogy

b 1+5

Ebbdl rendezés utan

a 2

Szamolasunkbdl a szinusztételt és a megfelels addicios tételt alkalmazva kovetkezik, hogy

1+v5 AD _ sin72°
2 AC  sin36°

= 2co0s36°,

ebbdl pedig kapjuk, hogy

2
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sin36° = v/1 — cos? 36° = 1-( J”f) - 5
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amiket a kés6bbiekben hasznalni fogunk.
Megmutatjuk, hogy pontosan akkor létezik a harmadik esetben leirt tetraéder, ha

b 1+5

1< -« .
a 2

Ha létezik tetraéder, akkor a D cstcs nincs benne az ABC' sikban. Forgassuk el a tetraéder ABD lapjat az AB
egyenes koriil agy, hogy a D cstics D’ képe az ABC sikba keriiljon. Ekkor ABD’C szimmetrikus trapéz, mert az ABD’
és ABC haromszogek egybevigo egyenlGszart haromszogek (4. dbra). Legyen v = ABC< = ACB< = BAD'q =
BD'A<. Mivel az AB egyenes koriil forgatunk, ezért a forgatas soran a D pont egy olyan S sikban mozog, mely
merdleges az AB egyenesre. Ezért az AB-vel parhuzamos CD’ egyenes is meréleges S-re. Ez viszont azt jelenti, hogy
S-nek a C-hez legkdzelebbi pontja D', tehat b = CD > CD’ = c. Mivel barmely haromszdgben igaz, hogy nagyobb
oldallal szemben nagyobb szdg van, ezért ekkor

§=D'AC<1 < ACD'a< = ACB< + BCD'c< = ACB< + ABC<q = 2.

Vagyis az ABC haromszogben a szogek Osszegére kapjuk, hogy 180° = 6 4 3y < 5, tehét 36° < 7. Ezért a szinusztétel
alapjan

=2cosy < 2c0836° = .
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Megforditva, ha 1 < — < teljesiil, akkor legyen D" az ABC sik azon pontja, melyre ABD’C szimmetrikus
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trapéz. A b > a feltételbsl kivetkezik, hogy az AB felez6mer6legese altal meghatarozott két félsik koziil B és D’
az egyikben, A és C pedig a masikban van. Jelolje v és § ugyanazokat a szdgeket, mint az el6zé bekezdésben. Az ABC
egyenl@szari haromszoghdl kapjuk, hogy

BC
cosy = ﬁ =5
Tehat
% < cosy < 1+4\/§, azaz 60° >y > 36°.
Ezért

D'AC< =6 =180° — 3y < 72° < 2y = D'CA«.

S mivel barmely haromszégben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, ezért CD' < AD' = b.
Ha a D’-bél az AB egyenesre allitott merdleges talppontja T, akkor

V10 — 24/5

D'T =bsiny > bsin36° = b 1

Forgassuk az ABD' héromszoget az AB egyenes koriil valamelyik iranyban. A forgatas soran D’ egy olyan T
kozépponti korvonalon mozog, melynek sikja merdleges az AB egyenesre és a C'D’ tavolsag nyilvan folytonosan
valtozik. Amikor az elforgatas szoge éppen 180°, azaz a D’ pont atkeriil D'-nek az AB egyenesre vonatkozé D"
tiikorképébe, akkor a CD'D" derékszogt haromszoghdl kapjuk, hogy

10 —2v/5
CD">D'D"=2D'T > b% > b.
Ezért a forgatas soran lesz egy olyan helyzet, amikor D’ képének és C-nek a tavolsaga b. Az ehhez a helyzethez tartozo
ABCD tetraéder eleget tesz a feltételeknek.

A két tetraéder egybevagosaga pontosan akkor kiovetkezik a feladat feltételeibsl, ha a harom eset koziil csak
az egyikben leirt tetraéder valosithaté meg. Mivel az els6 esethez tartozo tetraéder minden b > a értékre létezik, ezért
azt kell megnézniink, hogy a masik két eset mikor nem épithet6 meg. A létezés feltétele a masodik esetben b/a < \/g,
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a harmadikban pedig b/a < , ezért a két tetraéder egybevagosaganak feltétele a b/a > /3

egyenl6tlenség teljesiilése.



