I. megoldas. Az ABC, KCF, CKI, HLA, EAL, BDJ és JGB haromszigek egybeviagoak, hiszen két azonos
hosszisagu oldaluk egyenls szoget zéar be. (Példaul LE = HA = CA, AE = AB, valamint

HAE< = 360° — 90° — 90° — CAB< =
= 180° — CAB«,

tehat
LEA< =180° — HAE<x = CAB«.

A t6bbi haromszogre is hasonléan bizonyithato.) Az dbrdn az egyvonalas, a kétvonalas, illetve a haromvonalas szakaszok
paronként megkaphatoak egymasbol egy valamelyik oldal hosszaval, arra merélegesen vald eltolasbol, illetve mashogy
parositva 90°-os elforgatassal. Példaul

FCKA~CBAA, KCF<=ABC< é FC 1 CB,

ezért az FCK haromszoget 90°-os forgatas viszi a C BA haromszogbe, vagyis CK 1 BA és egyenld vele. Hasonléan
LA 1 BC és LA = BC, valamint JB 1L AC és JB = AC. Mindebbdl kovetkezik, hogy CK || BD és CK = BD,
vagyis DBKC paralelogramma, igy DC = BK. Hasonléan LB = AG, LC = AF, BI = JC, JA= BH, EC = AK.
Masrészt ABGA =2 KCB/A, mert harom oldaluk egyenls. Mivel AB 1 KC, igy a két haromszog 90°-os forgatassal
megkaphato egymasbol, igy AG L KB is teljesiil. Hasonl6an lathato be a tobbi szakaszra is a merdlegesség.
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Ezekbol kovetkezik, hogy AK B« = JAG< (haromvonalas—egyvonalas szog). Ugyanigy BLC<t = GAF< (egyvonalas—
kétvonalas sz6g), valamint CJA< = FAK< (kétvonalas—haromvonalas sz6g).

Tehat AK B+ BLC<+CJA< = JAG<+GAF <+ FAK< = JAK <, ami két haromvonalas szakasz altal bezart
sz0g, melyek egyméasbol 90°-os elforgatassal kaphatok, tehat JAK < = 90°.

Ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzések: 1. A B-nél 1év6 egyvonalas, illetve a C-nél 1évs kétvonalas 90°-os szégbe ugyanigy atforgathattuk volna
a harom szoget. 2. Hasonloan belathato, hogy ECD< = JAG< és IBH< = FAK<, amibdgl latszik, hogy a feladat ekvivalens
egy konnyebben megfogalmazhato allitassal: Ha egy tetszéleges ABC haromszogre kifele ABDE, BCFG és C AHI négyzeteket
rajzolok, akkor FAG< + HBI< + ECD< = 90°.

II. megoldas. BDJA =2 ABCA, mert D-nél és B-nél ugyanakkora szogek vannak és AB = BD, illetve BC' = DJ.
Hasonl6éan BDJA 2 CKIN =2 HLAN = ABCA. Ezért AL =a, BJ=bés CK =c.




BJCA =2 ACLA, mert BJ = AC, BC = AL és JBC< = v+ 90° = LAC<. Hasonloan ABLA = CKBA és
ABJA =2 KCAA.
A bizonyitas tovabbi részében irdnyitott szogekkel szamolunk. Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy
BLC<a+ AKB<a+ CJA«q =
= BLA<+ ALC<x+ AKC<x+CKB<+ CJB<«+ BJA« =
= KBC<«+ BCJ<+ JAB<+ ABL<+ LCA<« + CAK«.

Tekintsiik az AK B, a BLC és a CJ A haromszogek belst szogeinek Osszegét:

3-180° = BAK<+ AKB<+ KBA<+ BLC<x+ LCB<+ CBL< +
+ CJA<+ JAC<a+ ACJ< =
= (AKB<+ BLC<x+ CJA<Q) + (o + CAK<) + (8 + KBC<) +
+ (y+ LCOA<) + (B + ABL<) + (a + JAB<) + (y + BCJ<) =
= (AKB<+ BLC<+ CJA<) + 2o+ 28+ 2v) +
+ (CAK<+ KBC<+ LCA<+ ABL<+ JAB< + BCJ<) =
= (AKB<+ BLC<a+ CJA<) +2-180° + (AKB< + BLC<1 + CJA<).

Tehat 180° = 2(AK B« + BLC< + CJA<), azaz 90° = AK B< + BLC< + CJAq, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. Nagyon sok megoldd az dbra miatt olyan kovetkeztetésre jutott, ami altalanos haromszogre nem teljesiil. Ezt
esetszétvalasztassal vagy irdanyitott szogek hasznalataval lehetett kikiiszobolni.

III. megoldas. Egy o vektor 90°-kal valo elforgatottjat jelolje 7’, egy P pontét pedig P’.
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Ekkor
AR 301 T+ TR — A + G 4 07 =
— _CA+CA'+BC,
amibdl

= (_CA+ T+ B =
= (- TA) + (@A) + (BC) =
— _CA' - CA-BC.
Felirhat6, hogy AJ = AB + BD + DJ = AB + AB' + BC'.
Tudjuk, hogy AB + BC + CT/i =0, ésigy
(AB+BC+CA) =AB' + BC' + CA' = 10" =0,
igy E’ + B?’ = —Cﬁl’ és /@ = —B? — CT/)!, tehét F(’ = ﬁ Tehat a K pont A koriili —90°-o0s elforgatottja
a J pont, a B pont elforgatottja az E pont, ezért az AK BA elforgatottja az AJEA. Emiatt AKB< = AJE<.
Hasonl6an belathato, hogy a BLCA C koriili +90°-o0s elforgatottja az FJCA, ami miatt BLC< = FJC4.

Tehat AKB< + BLC< + CJA< = AJE< + FJC< + CJA< = FJE<. Err6l kéne beldtni, hogy 90°. Mivel
JE = JD + DE, igy

JE' = (JD + DE)' = (GB + DE)' = GB' + DE' = GE'+ DB = GE + JG = JF.

Tehat az F pont az FE pont J koriili —90°-os elforgatottja. Ezzel belattuk, hogy F'JE< = 90°, a bizonyitast befejeztiik.



