1. feladat. Két mechanikai probléma

A rész. Elrejtett korong
A.1. Egyenstulyban a testre hato ergk és forgatonyomatékok eredGje nulla. Az utobbi feltétel a lejtével vald P érint-
kezési pontra nézve ugy teljesithetd, ha a rendszer C tomegkdzéppontja éppen a P pont felett helyezkedik el (1. dbra).

Alkalmazzuk a PC'S haromszogre a szinusztételt:
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A.2. A korong ¢ szogkitérésekor a nehézségi er forgatonyomatéka M gbsin ¢, irdnya pedig olyan, hogy a kitérést
csokkenteni igyekszik. A forgémozgas egyenlete tehat a kovetkezs alakot 6lti:

Ogp =—Mgbsinp.
Kis szogekre sin ¢ ~ ¢, igy egy harmonikus rezgémozgas (fizikai inga) mozgasegyenletét kapjuk:

M gb
¢ = —w?p, ahol w = _@g .
s

A rezges periodusideje a korfrekvenciaval T = 27 /w kapcsolatban &ll, igy a tehetetlenségi nyomaték kifejezhetd:

Og = M gb.
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A.3. Gondolkozhatunk ugy, hogy egy g1 stirtségi, r1 sugara tomor (tehat lyuk nélkiili) korong és egy o2 — 01
stirtiségt, ro sugaru korong kozos tomegkozéppontjanak helyét kell meghataroznunk. A tévolsdgokat a nagyobb korong
S kozéppontjatol mérve a tomegkdzéppont helyét megado egyenlet:
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A.4. Egy m tomegt, r sugaru korong tehetetlenségi nyomatéka §mR2. Ennek és a Steiner-tételnek a felhasznéla-
séval irhatjuk, hogy
1 r2
65 = §QlTil7Th1 =+ (QQ — Ql)Tgﬂ'hg <52 + dQ) .

——
nagy korong

kis korong a Steiner-tétellel
A d-re az el6z6 részfeladatban kapott eredményt felhasznalva:
M?p?
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Os = ~o1rimhs + = (02 — amhy + .
s o171 mha + (02 — 01)ramhe + (0s — 01)12hs
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A.5. Irjuk fel a teljes rendszer tomegét:

M = QlT‘%ﬂ'hl + (Qg — Ql)Tgﬂhz.



Ebbél kifejezhetjiik a (02 — 01)r3mhe tagot, és beirhatjuk az A.4. részfeladat végeredményébe. A ©g-re kordbban
kapott formulat is felhasznalva:
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Ebbdl kifejezhetd ro:
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Ennek ismeretében az 6ssztomegbdl hy megkaphato:

M — QlT%Tl'hl
hy = —m———.
(02 — o1)r3m

B rész. Forgé drallomas

B.1. A forgo tirhajo padlojan allo, m tomegi testre az mRwj centrifugélis erd hat. Ez akkor egyezik meg a test
mgr f6ldi stlyaval, ha az tirdlloméas szogsebessége wo = v/gr/R.

B.2. Egy rugoén rezgd test korfrekvenciaja wp = v/k/m.

B.3. Az (irhajon a mesterséges gravitacié egyenesen aranyos a forgastengelytsl mért tavolsiggal: g(r) = rwg.
A rugora akasztott testet az egyensulyi helyzetébdl sugariranyban kifelé = tavolsidggal kitéritve, arra nemcsak a rugoerd
névekménye, hanem az effektiv gravitacios tér megvaltozasabol szarmazo erd is hat:

—kx + maw? = mi,

ami éppen olyan, mint egy k* = k — mwg effektiv direkcios erejd rugon rezgs test mozgasegyenlete, a rezgés korfrek-

vencidja tehat w = \/k/m — w3.

B.4. Az My tomegi, Rp sugard Fold felszine felett A magassédgban a gravitacios gyorsulas:

Mp Mg B\ 72 h\ 2
gr(h) FYR +h)? 7R2<+RF> gF(O)<+RF)
(Rp + h) F

Mivel h/Rp < 1, alkalmazhatjuk a kis ¢ mennyiségekre érvényes (1 + ¢)" =~ 1 + ne linedris kozelitést:

A foldi gravitacidos mez6ben tehat az egyensulyi helyzetébdl x tavolsagra kitéritett test mozgasegyenlete

ka + mgp 2% = mi
—kx + mgp— = mi,
gr Rp

—~ k 29}?
wF—“m RF.

B.5. Az el6z6 két részfeladat eredményébél latszik, hogy w és wr akkor egyezik meg, ha wi = 2gr/Rp. A B.1. kérdés
eredményét felhasznalva ez azt jelenti, hogy az trallomas sugaranak hossza éppen a f6ldsugar fele: R = Rp/2.

B.6. A feladat megoldhat6 inerciarendszerben is, ehelyett mi most a révidebb, forgo koordinata-rendszerbeli leirast
valasztjuk. A H < R magassagbol elengedett test ,fiigg6legesen lefelé” (azaz sugariranyban kifelé) mutatd sebessége
t idejd esés utan jo kozelitéssel v, = Rw%t. Az emiatt ,yvizszintes” (érint6-)iranyban hatd Coriolis-eré nagyséaga tehat
Fo = 2muywg = 2mRwit, a gyorsulas pedig Fo/m. A v, vizszintes sebességkomponenst az idé fiiggvényében ennek
a gyorsulasnak az integralasaval lehet meghatéarozni:

amibdl a rezgés korfrekvenciaja

¢
v (t) = /0 2RwW3t dt’ = Rwit?.

Behelyettesitve az esés T = /2H/ (Rw%) idejét, megkapjuk a vizszintes sebességkomponenst a becsapddaskor:
v, = 2Hwy.
A vizszintes elmozdulast a v, (t) fliggvény integralja adja meg;:

t
1
dy(t) = / vw(t’)dt’ZEngt?’.
0



A t = T helyettesitéssel kapjuk meg a teljes vizszintes elmozdulast:

1 [8H?
dy = =1 —.
3V'R

B.7. A mozgast inerciarendszerbdl a legegyszertbb leirni. A H = R(1—cos ¢) magassagu toronybol a test woR cos ¢
kezddsebességgel érintGiranyban indul (2. dbra), és egyenes vonalu egyenletes mozgéassal halad egészen az tréllomas
padlojaig. A mozgas ideje:

_ Rsinp  tgy

" woR cos T wo
A test akkor érkezik éppen a torony aljdhoz, ha ezalatt az id§ alatt az tdrallomas éppen ¢ szoggel fordul el, azaz
t = ¢/wo. Az id6re kapott két egyenlet Osszevetésébdl a ¢ = tg ¢ egyenletet kapjuk. Ennek végtelen sok megoldéasa
van: az els6 a trivialis ¢ = 0, a tobbi pedig csak numerikusan hatarozhat6 meg. A koévetkezs gyok 37 /2 koriili érték, ami
anem relevans H > R eredményre vezet. Az 57 /2 kornyékén 1lévs harmadik gyok az, amit kereslink. Zsebszamologéppel
a pontosabb ¢ & 7,725 radidn értéket kaphatjuk. Ennek a szognek a felhasznalasaval meghatarozhatjuk a torony
magassagat: H ~ 0,871 R.
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2. dbra

B.8. Mivel az y iranyu Coriolis-er6t elhanyagolhatjuk, ebben az irdnyban a test harmonikus rezgémozgast végez
d amplitudoval. A kezdeti feltételeket is figyelembe véve: y(t) = —d coswt. Az y irdnyu sebességre ennek derivalasaval
vy(t) = dwsinwt értéket kapunk, amellyel az z iranyt Coriolis-erd (az Grallomas szogsebességvektorat a papir sikjaba
befelé mutatonak valasztva):
F.(t) = —2muy (t)wo = —2mwodw sin wt.

A test gyorsuldsa x irdnyban tehéat éppen olyan, mint egy harmonikus oszcillatoré. Az z irdnyt elmozdulast a gyorsulas
kétszeri integralasaval kapjuk:

2WQd .
x(t) = sinwt + c1t + ca,
w

ahol ¢; és ¢y integralasi allandok. A ¢ = 0 idGpillanatban a test z irdnyu sebessége és = koordinataja is nulla, ebbgl
c1 = —2wod és co = 0 adodik, tehat:

2wod
x(t) = o (sinwt — wt).
w

A pélya vazlatos rajza a 3. dbrdn lathato.




