I. megoldas. Ha PM; RM; érint6négyszog, akkor a beirhato kore egyuttal az Fy My P haromszognek és az Fo My P
haromszognek is beirhaté kore. Vizsgaljuk meg, hogy e két hdromszégben a beirhaté kor a P csdcstél milyen tévolsagra
érinti a P-n dtmend oldalakat. Ha e két tavolsag egyenld, akkor a két kor egybeesik, mert az Fy PFy szog szarait a szog
csucsatol adott tavolsagra érinté kor egyértelmien létezik, kézéppontja a szog szaraira az adott tavolsagban allitott
mer6legesek metszéspontja, sugara pedig e metszéspontnak a szaraktol valo tavolsaga (1. dbra).

1. dbra

Ismert, hogy ha egy haromszog oldalai a, b és c, akkkor a beirt kor oldalakon lévs érintési pontjainak a cstcsoktol
valo6 tavolsaga rendre (a +b—¢)/2, (b+c—a)/2 és (c+ a — b)/2. (Ennek bizonyitasat a 2. dbra alapjan az olvasora
bizzuk, csak annyit kell felhasznalni, hogy kiilsé pontbol egy korhoz huzott két érint6 hossza megegyezik.)

2. dbra

PF, + PMy — Fy,M.
Az Fy MyP haromszdg beirt kbre tehdt P-tol —— 1+ 2 — X172
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PFy + PMy — Fs M
t61 2t ! 21 tavolsagra érinti az F} PF, sz0g szarait. Megmutatjuk, hogy e két tavolsag egyenls. Ehhez

, az Fy M, P haromszog beirt kore pedig P-

2
elegendé azt beldtnunk, hogy
PF, + PMy; — FiMy = PFy + PM; — Fy My,

aAzZazZ
(PMy + My Fy) + PMy — F1 My IZ(])A4Q + MyFs) + PMy — Fo My

teljestil. Ezt rendezve kapjuk, hogy elegendé megmutatnunk az
MiFy + FoMy = MaFs + Fi1 Mo

egyenlgség fenndllasat, ami viszont azonnal kdvetkezik abbol, hogy M; és M, rajta vannak az Fy és Fy fokusza €
ellipszisen.

Tehat az Fy MyP és az Fo M P haromszogek beirhaté korei egybeesnek, igy ez a kor érinti a PM; RMs négyszog
minden oldalat, ezért PM;RM, érint6négyszog.

II. megoldas. A megoldas soran felhasznaljuk a kupszeletek két tulajdonsagat. A kovetkezs két lemma bizonyitéasa
megtalalhato pl. lapunk egy korabbi cikkében (Kiss Gy.: Amit j6 tudni a kupszeletekrdl, 1. és 11. rész, KMaL 54. évf.
(2004), 4504597 es 514-519; 8, illetve 11. tétel).

Inttp://wuw.komal .hu/cikkek/2004-11/kupszeletekl.h.shtml.
2http://www.komal.hu/cikkek/2004—12/kupsze1etek2.h.shtml.



1. lemma. A K kupszelet tetszdleges G pontjaban az érintd felezi a G-hez tartozd vezérsugarak szogét (3. dbra).

2. lemma. Ha egy kilsd P pontbol érintéket hiuzunk a kupszelethez, akkor a P-t az érintési pontokkal dsszekdtd
szakaszok a kiupszelet fokuszdbdl vagy egyenld, vagy pedig eqymdst 180°-ra kiegészitd szogekben lditszanak. Az utobbi
eset csak hiperboldndl fordul eld (3. abra).

3. dbra

Legyeni = 1,2 esetén & érintGje az M; pontban e;, a két érinté metszéspontja pedig K (4. dbra). Ekkor az 1. lemma
szerint e; felezi a PMj Fy<t-et, eo pedig a PMsF <-et, mert az E-n 1évé M; ponthoz tartozo vezérsugarak FyM; és
FyM;. A 2. lemmébol pedig My Fo K<< = Mo Fo K<, valamint My Fy K<< = Ms Fy K < kévetkezik, mert a K pontbol £-hez
huzott K M, és K M- érintGszakaszok £ fokuszaibol egyenls szogekben latszanak. Tehat a PM; F» hdromszogben K M,
és K F» belss szogfelezdk, ezért a haromszog beirhato korének koézéppontja K. Barmely haromszogben a szogfelezk
egy ponton mennek at, ezért K P felezi az Fy PFy<t-et. Ugyanigy kapjuk, hogy a PM,F; haromszog beirhaté korének
kozéppontja is K, a PMyFj<t-et felezi Mo K.

4. dbra

A K pont tehat a PM;RMs négyszog My, My és P cstcsabol induld belsé szogfelezGjén is rajta van, ezért
a négyszog mind a négy oldalegyenesétsl vald tavolsdga ugyanaz az r érték. A PM; RM, négyszog nyilvan konvex,
ezért a K koriil rajzolt r sugara kor a négyszog mind a négy oldalszakaszat bels§ pontban érinti. Ezzel belattuk, hogy
PM;RM, érinténégyszog.



