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Megoldas. (?) = %, igy az egyenlet a kovetkezd alakba irhato:
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Rendezve:

2-20122° = n(n — 1) + k(k — 1),

2.2012%9 = p2 —n+ k% —k,

820122015 — 4p? — 4n 4 4k* — 4k,
8-2012%°5 4 2 = 4n? —dn+ 1+ 4k® — 4k + 1,
8201220 42 = (2n —1)* + (2k — 1)*.

Az egyenlet jobb oldalan két négyzetszam Osszege all. Azt fogjuk belatni, hogy az egyenlet bal oldala, vagyis 8 -
2012295 4 2 nem irhato fel két négyzetszam osszegeként.

Vizsgaljuk elGszor az egyenlet két-két oldalanak 7-tel valo osztasi maradékat.

A bal oldal 7-tel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint 20122°'® + 2. A 2012 7-tel osztva 3-at ad maradékul,
igy a bal oldal 7-es maradéka 3%°1° + 2. A 3-hatvanyok 7-es maradéka periodikus, minden hetedik 3-hatvany ugyanazt
a maradékot adja, mivel 3° = 27 maradéka 6, azaz —1, igy 3° = (33’)2 maradéka (—1)% = 1. Ebb6l kévetkezik, hogy
32915 nek a 7-es maradéka ugyanannyi, mint 3°-é, ami pedig 5, igy 3° + 2 oszthato 7-tel, tehat az egyenlet bal oldala
oszthatd 7-tel.

Az egyenlet jobb oldalan két (paratlan) szam négyzetosszege all. A négyzetszamok 7-es maradéka ugyanaz, mint
a 02, (£1)%, (£2)%, (+3)? szdmoke, ezért a {0; 1;2;4} halmazbol keriilhet ki. Az el6bb belattuk, hogy az egyenlet bal
oldala oszthato 7-tel, igy a jobb oldalnak is oszthatdnak kell lennie vele. A lehetséges maradékok Gsszegeit megvizsgalva
kideriil, hogy ez csak tgy torténhet meg, ha mindkét négyzetszam oszthaté 7-tel. Ekkor viszont mindkettd oszthato
7% = 49-cel is, vagyis az egyenlet jobb oldala oszthato 49-cel. Ezért a tovabbiakban a bal oldal 49-es maradékat
vizsgaljuk.

A 3-hatvanyok 49-es maradéka szintén periodikus: 3* = 81 maradéka —17, igy 3% maradéka 49+3(—17) = —2, tehat
320 = (35)4 maradéka (—2)* = 16, ezért 32! maradéka 3 - 16 = 48, vagyis —1; ebbdl kivetkezik, hogy 3*? maradéka
a 49-cel torténé maradékos osztasnal (—1)° = 1. (Ugyanezt az Euler-Fermat-tételbol is megkaphattuk volna.)

Mivel 2012 = 49 - 41 + 3 és 2015 = 42 - 47 + 41, a 20122°%_nek a 49-es maradéka egyenls 3*! maradékaval; jeloljiik
ezt z-szel. Mivel 3*2 = 3. 3% a 49-cel osztva 1-et, azaz —48-at ad maradékul, 3z + 48 = 3(x + 16) oszthat6 49-cel.
Igy x + 16 is oszthato 49-cel, tehat 3*! maradéka = = 33. Ezért a bal oldalnak, 8 - 2012%°1° + 2-nek a 49-es maradéka
8- 33 + 2 = 266-nek a 49-es maradéka, ami 21, igy nem oszthaté 49-cel.

Azt kaptuk, hogy az egyenlet bal oldala nem oszthatd 49-cel, de a jobb oldala igen. Ellentmondésra jutottunk,
tehédt az egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szamparok korében.

Megjegyzések. 1. Az Euler—Fermat-tétel a kovetkez6t allitja: Ha m pozitiv egész, és az m-mel valo osztasi maradékok k6z6tt
az m-hez relativ primek szama ¢(m), akkor minden, az m-hez relativ prim a egész szdmra a®™ _nek az m-mel valé osztési
maradéka 1 (azaz a®™ — 1 oszthaté m-mel). A feladat fenti megoldasaban ¢(49) = 42 szerepelt.

2. Ha egy 4k + 3 alakt pozitiv p primszam osztéja két négyzetszam Osszegének, akkor a két négyzetszamnak kiilon-kiilon
is osztOja; tehat ekkor a két négyzetszam Osszege p>-nel is oszthato. (A megoldasban ennek p = 7 esete szerepelt.) T6bb is
igaz: egy pozitiv egész pontosan akkor irhaté fol két (nemnegativ) négyzetszam Osszegeként, ha primtényezds alakjaban minden

4k + 3 alakt pozitiv primszam paros kitevén szerepel.



