I. megoldas. Legyen
(m/2 _
Sm = -3).
% ()

Azt allitjuk, hogy Sa, értéke 22", ha n oszthato 3-mal, és —22" ! kiilénben. Az allitast n-re vonatkozo teljes indukcioval
bizonyitjuk. Az n = 1,2, 3 esetekben kénnyen ellendrizhetd, hogy valoban teljesiil:

So=1-3-1=-2, S4=1-3-649-1=-8, S4=1-3-154+9-15—-27-1=064.
Az indukciohoz elég megmutatni, hogy m > 3 esetén S, = (—8)S5,,_3, hiszen ebbdl Sz, = (—=8)S2,-3 = 64S3(,_3),

amibdl mar azonnal kovetkezik az allitds. Az S, = (—8)S,,—3 Osszefliggeés igazolasahoz elGszor az (;i binomialis

egylitthatot irjuk fel a Pascal-haromszog (m — 3)-adik sordban 1évé binomialis egyiitthatok osszegeként:
m\ [(m-—1 n m-—1\ [(m-2 49 m — 2 n m—2\
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ahol az (Z) kifejezés értékét b < 0 és a < b esetén is 0-nak tekintjiik. Ezt felhasznélva
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-3
Szamoljuk meg, hogy ebben az 6sszegben mi lesz (mé ) egylitthatoja, ha 0 < ¢ <m — 3. Ha £ = 2k 4 1 paratlan

szam, akkor a kérdéses egyiitthatd
134 (-3 =,

ha pedig ¢ = 2k paros, akkor

Azaz

m=3)/2 , o .
Sm= Y ( o )(—8)(—3) = —85,,_3.

k=0
Ezzel igazoltuk, hogy a kérdezett 6sszeg értéke 3-mal oszthaté n esetén 227, 3-mal nem oszthaté n esetén pedig —22" 1.

II. megoldas. Tekintsiik a
z:1+\/§i:2(cosg+i-sing)

alakd komplex szamot és hatérozzuk meg a 2n-edik hatvanyat (ahol n pozitiv egész szam). A szam trigonometrikus
alakjabol a De Moivre-képletet alkalmazva azt kapjuk, hogy

2 2
22n = 92n (cos (n %) + 4 -sin (n %))

Masrészr6l, az algebrai alakboél a binomialis tételt hasznalva:
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A 2?" szam keétféle felirasaban a valos részeket 6sszehasonlitva

2 (5f) o =on ()

adodik.



