Megoldas. A tetraédernek négy csicsa van, ezért barmely sikon 1é6vé meréleges vetiilete vagy haromszog, vagy
konvex négyszog.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a vetiilet haromszog. E haromszog cstcsai a tetraéder hdrom cstcsanak
vetliletei, a tetraéder negyedik csiicsanak vetiilete pedig a haromszogbe esik. Tehat a vetiilet teriilete megegyezik az
egyik lap vetiiletének teriiletével. Ismert, hogy ha egy T teriiletd sokszoget a sikjaval a szoget bezard sikra vetitiink és
a vetiilet teriilete T, akkor T;, = T cos a (ennek bizonyitasa megtalalhato pl. Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba,
36.7. tétel).
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Tetraéderiinknek kétfajta lapja van. Az egységnyi oldala szabélyos haromszog, ennek teriilete i, valamint az

olyan egyenl@szara haromszog, amelynek alapja 1, szérai pedig a hossziak. Az ilyen haromszog alaphoz tartozé ma-
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gassaga Pitagorasz tételébol kovetkezGen \/a? — 1/4 (1. dbra), ezért teriilete f/ Mivel cosa < 1, a tetraéder
vetiiletének ¢ teriiletére
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1. dbra

A tetraéder szabalyos haromszoglapjanak sikjara vetitiink, akkor e lap vetiilete 6nmaga, a negyedik csics vetiilete
pedig a tetraéder szimmetridja miatt e lap kozéppontjaba esik (2. dbra), tehat ebben az esetben a vetiilet teriilete
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t= % Ha pedig a csicsok bettizését ugy valasztjuk, hogy AB = AC = AD = a és BC = CD = DB =1 teljesiil

és az ABC lap sikjara vetitiink, akkor megmutatjuk, hogy a negyedik csics vetiilete e lap belsé pontja lesz, s igy
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a vetlilet teriilete ¢t = (8. dbra). Mivel A is és D is egyenls tavolsagra van B-t6l és C-t6l, ezért a BC

szakasz felez6merdleges sikjaban A is és D is benne van, tehat AD 1 BC'. Ezért ha a BC' él felez6pontja K, akkor az
AK D sik merdleges az ABC sikra. Vagyis D-nek az ABC sikon 1év6 vetiilete megegyezik az AK D haromszog D-b6l
indulé magassaganak talppontjaval. Ez pedig az AK szakasz bels§ pontja, ugyanis a haromszog oldalainak hossza
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AD =a, AK =+\/a®? —1/4és KD = g, tehat leghosszabb (AD) oldaldnak négyzete kisebb, mint a masik két oldal
négyzetének Gsszege, vagyis AK D hegyesszogii haromszog.
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2. dbra



3. dbra

Ha a vetiilet konvex négyszog, akkor annak mind a négy csicsa a tetraéder egy-egy csticsdnak a vetiilete, a négyszog
a hosszu tetraéderélek kozt nincsenek kitérdek, ezért feltehetjiik, hogy az e hosszisagi atlé valamely 1 hosszi, az
f hosszusagu atlé pedig valamely a hossza tetraéderél vetiilete. MerGleges vetitésnél barmely szakasz képének hossza
legfeljebb akkora, mint az eredeti szakasz hossza, ezért e < 1 és f < a. Ismert, hogy ha egy konvex négyszog atloinak
hossza e és f, az atlok szoge pedig ¢, akkor a négyszog teriilete (ef sing)/2. Tehat ebben az esetben a tetraéder
vetiiletének ¢ teriiletére
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Valasszuk a csicsok betiizését ugyantugy, mint az el6z6 példaban, legyen tovabba az AB, AC, DB és DC élek
felezGpontja rendre E, H, F' és G (4. dbra). Ekkor az ABD és ACD haromszogekben EF' és GH az AD élhez,
az ABC és BCD haromszogekben pedig HE és FG a BC élhez tartozo kdzépvonalak. Ezért EF || AD || GH
és HE || BC || FG. Vagyis az E, F, G és H pontok egy S sikba esnek és paralelogrammat alkotnak. Tovabba
a parhuzamossagok miatt az AD és BC' egyenesek is parhuzamosak S-sel. Mivel mer&leges vetitésnél a vetités iranyéra
merdleges szakaszok hossza nem valtozik, ez azt jelenti, hogy az ABCD tetraéder S-en 1évé merGleges vetiilete egy
olyan A'B'C’'D’ négyszdg, melyben A'D' = AD = a és B'C' = BC = 1. Tovdbba AD 1| BC miatt A'D’ 1 B'C’ is
fennall. Vagyis az ABCD tetraéder S sikra es§ merdleges vetiiletének ¢ teriiletére
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teljesiil.

4. dbra

Most mar csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a killonb6z6 értékei esetén az (1) és (2) egyenl6Stlenségek koziil
melyik ad nagyobb fels6 korlatot a vetiilet teriiletére. A feladatban leirt tetraéder nyilvan pontosan akkor létezik, ha
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a nagyobb, mint az egységnyi oldali szabalyos haromszog koré irhato kor sugara, azaz ha 5 <a. A af/ < g
3
egyenl6tlenség trividlisan teljesiil, ezért azt kell meghataroznunk, hogy \/T_ < g mikor all fenn. Ez pontosan akkor

3
teljesiil, ha \/7_ <a.
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Tehat g <a< g esetén a tetraéder barmely sikon 1év6 merdleges vetiiletének teriilete legfeljebb

esetén pedig legfeljebb g lehet.



