Megoldas. Alkossék a H halmazt a K sokszoglemez S sikjanak mindazon pontjai, amelyek véges sok, a K oldal-
egyeneseire végzett tiikrozés egymasutanjaval K-ba vihetSk. A mi feladatunk a H = S egyenlGség igazolasa. Vilagos,
hogy K C H, tovabba a konstrukcié folytdn H tiikros K minden oldalegyenesére. Legyen £ a H tiikortengelyeinek
halmaza. Vilagos, hogy ha t1,t5 € € és t] a t; tiikorképe to-re, akkor t] € &, ahol azaz H tiikrds minden olyan egyenesre
is, amelyet H egy tiikortengelyének a H egy masik tiikortengelyére vald tiikrozésével kapunk.

Mivel K C H, ezért H tiikorszimmetriai folytan K-nak minden olyan K’ képe is H-ban fekszik, amit K-bol
E-beli egyenesekre vonatkozo tiikrozések egymaésuténjaval kapunk. Raadasul az igy kaphaté K’ sokszdgek minden
oldalegyenese £-beli, azaz a H egy tiikortengelye.

Jelolje r > 0 esetén K" az S sik azon pontjait, amelyek legfeljebb r tavolsagra vannak a K sokszoglemezt6l.
Megmutatjuk, hogy K™ C H teljesiil alkalmas r > 0 esetén. Valasszunk egy olyan R > 0 szamot, amelyre a K
csucsai koré irt R sugaru korlemezek mindegyikének a K-val vett metszete korcikk. Egy ilyen R sugard korcikk
tiikorképe a korcikket hataroldé sugar egyenesére H-ban fekszik, hiszen a tiikrézés tengelyére H szimmetrikus. S6t:
ha a tiikorképként kapott korcikket tiikrozziik egy azt hatarold sugéar egyenesére, akkor az igy kapott kép is H-ban
marad, és ugyanez az igy kapott tiikorképek tiikorképeire is igaz. Ezért a K csicsai koré irt R sugard korlemezek
mindegyike része H-nak. Tekintsiik a K sokszoglemeznek, a K csdcsai koré irt R sugart koroknek és a K-nak a K
oldalegyeneseire vett tiikorképeinek K* uniojat. Konnyen lathato, hogy van olyan r > 0 szam, amelyre K™ C K*
teljesiil, tehat alkalmas n-re

(1) K CKiUKyU...UK, CH,

ahol minden egyes K;-t a H bizonyos tiikortengelyeire valé tiikrozések egymésuténjaval kapunk K-bol.

Most tegyiik fel, hogy K* C H valamely ¢t > 0-ra. Vegyiik észre, hogy ha azokat a tiikrozéseket, amelyek a K
sokszoget K;-be viszik a K helyett a K alakzatra végezziik el, akkor a kapott kép éppen K/ lesz. Vagyis ha K' C H,
akkor K} C H, amib6l (1) miatt
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kovetkezik. Az adodott tehat, hogy ha K' C H, akkor K'™ C H. Lattuk azonban, hogy K" C H, ezért K*" C H,
innen K3" C H stb. Igy aztan
HCS=K UK*UK»U...CH

adodik, ahonnan H = S kovetkezik, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O

Megjegyzések. 1. Ugy kaphatunk egy lehetséges masik megoldast a feladatra, ha kovetjiik a fenti bizonyitas els6 két bekezdését,
majd azt igazoljuk, hogy az S sik lefedhet azokkal a K-val egybevago sokszoglemezekkel, amelyeket K-bol megkaphatunk annak
az operacionak a véges sokszori alkalmazasaval, amelyben egy sokszoglemezt tiikroziink annak egy oldalegyenesére. Minden igy
kapott K’ sokszoglemez ugyanis része H-nak, hiszen H szimmetrikus az operacié soran hasznalt tiikortengelyekre. Erdemes
megfigyelni az aldbbiakat. Legyen P a K sokszoglemez S sikjanak egy pontja. Kossiik 6ssze P-t a K egy () bels§ pontjaval, és
inditsunk el egy biliardgolyot QQ-bol a QP félegyenes mentén. Ha a K sokszoglemezt egy bilidrdasztalnak gondoljuk, amelynek
hatarat elérve a bilardgolyo a fizikai torvényeknek megfelelGen pattan vissza (azaz gy, hogy a visszapattan6 golyo palyajat
tiikkrézve az éppen elért oldal egyenesére pontosan az adott oldal elérését megel6z6 palyaegyenes meghosszabbitasat kapjuk),
akkor a K sokszoglemeznek az a pontja, amelybe a biliardgolyo |PQ| tavolsag megtétele utan keriil, egy olyan pont lesz, amelybe
P betiikrozhets. Ha a feladat megoldasat erre a megfigyelésre szeretnénk alapozni, akkor vizsgalni kell, mi is torténik akkor,
ha a bilidardgoly6 az tutja soran K egy csicsdba jut. Nem lehetetlen ezt az esetet jol kezelni, de azt sem nehéz igazolni, hogy
ilyenkor @Q helyett valaszthat6 K-nak egy masik Q" pontja, amelybél a golyot ttjara inditva mar nem iitkbéziink K csticsaba.
Egy masik nehézség annak igazolasa, hogy barmelyik pontbél barmelyik iranyba is inditjuk a bilidrdgolyot, az tetszélegesen
nagy tavolsdgot meg tud tenni a K sokszoglemezen. Ennek belatasat az olvaséra bizzuk.

2. Konnyen lathato, hogy a feladatban nem lényeges feltétel a K sokszoglemez konvex volta. Tekintsiik ugyanis K Osszes
oldalegyenesét. Ezek a sikot konvex tartoméanyokra bontjak fel. A konstrukciobol adodéan minden ilyen tartomany vagy része K-
nak vagy diszjunkt K belsejét6l. Tekintsiink egy K -ban elhelyezkedd, konvex K’ tartoméanyt. A K’ minden oldalegyenese egytttal
oldalegyenese K-nak is, ezért ha a K'-re igazoltuk a feladat allitasat, akkor abbél azonnal kovetkezik, hogy K is rendelkezik
a kivant tulajdonsaggal. S6t, az is igaz, hogy K oldalegyeneseire végrehajtott tiikrozések egymasutanjaval K sikjanak tetszéleges
pontja a K-nal sztikebb K’ konvex sokszoglemez belsejébe vagy hatéarara tiikrozhets.



