I. megoldas. A gravitaciés er6térvény nagyon hasonlé az elektrosztatika Coulomb-torvényéhez:
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Ez azt jelenti, hogy a gravitéciés kolcsonhatast ,helyettesithetjik” elektrosztatikus kolcsonhatéssal, hiszen ha minden

testnek a tomegével aranyos,
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nagysagu toltést adunk, akkor az ezen toltések kozott hato elektromos erd (az elGjeltsl, tehat az erd iranyitasatol
eltekintve) éppen akkora lesz, mint amekkora eredetileg a gravitacios erd volt.

Feladatunk tehat atfogalmazhato: Mekkora periddusideji rezgdmozgast végez egy m tomegl, ¢ = —+\/v/k - m
toltésd test egy nagymeéreti (végtelen nagynak tekinthets), de az atmérGjéhez képest csekély vastagsiga, egyenletesen

feltoltott,
Y
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toltésstriségl korong belsejében? (A gravitacios és az elektrosztatikus erShatas eltérs iranyat a g toltés negativ
elgjelével vettiik figyelembe.)

Jeloljiik a korong vastagsagat 2H-val, a test és a korong felez6sikjanak tavolsagat pedig x-szel (1. dbra)! Szamitsuk
ki a testre hato F(x) ertt, és ha azt talaljuk, hogy F = —D - x, akkor (a rugohoz kapcsolt test rezgésidé-képlete

alapjan) megallapithatjuk, hogy a periodusidé
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1. dbra

A q toltési test egyik oldalan H — z, a masik oldalon pedig H + x vastag toltésréteg talalhato. Ha az utébbit
kettéosztjuk egy H — x és egy 2z vastag rétegre, akkor az egyforma vastag rétegek erShatasa kiejti egymast, és
a g toltésre hato eredd erd a 2x vastagsagi (az abran sotétebben jelolt) réteg jarulékaval egyezik meg.

A 2z vastag, A alapteriilett korong térfogata 2x A, ebben @ = 2xAgeleks. t0ltés taldlhato, amibsl (Gauss torvénye
szerint) 47kQ nagysagu elektromos fluxus indul ki. Ez a fluxus 2A nagysagu feliileten hagyja el a toltott korongot, az
elektromos térergsség (amely a szimmetria miatt mindenhol ugyanakkora nagysagt) a korong mindkét oldalan
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Ebben az elektromos térben a ¢ toltésd testre

F(x) = qF = 4nkQeleks.q - © = —47k - \/%Qtﬁmeg : \/%m = —4TYMOtsmeg * T

er6 hat. Leolvashatjuk, hogy a ,rugéallands”
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tehat a keresett periddusidé:

ik ™ 3,14
VD \/WT’meg \/6,67- 1011.58.1021 0~ s,

ami koriilbelil 90 milli6 évnek felel meg.




II. megoldas. A feladatot kozvetlen szamoléssal, a Newton-féle gravitacios torvény alkalmazasaval is meg lehet
oldani.

Szamoljuk ki elgszor, hogy mekkora gravitaciés vonzoerst fejt ki egy nagy kiterjedéstd, de igen vékony, d vastagsagua
lemez a téle z tavolsagban lévs, m tomegl pontszerid testre, ha a lemez anyaganak stirtisége g és d < z.
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Tekintsiik a lemez azon darabjait, amelyek a toltés helyérdl nézve a lemezre meréleges egyenestSl mért o és o+ Aa
kozotti szogtartomanyban latszanak, ahol Aa < « (2. dbra). Ez a — cs6 alaka — lemezdarabka AV =~ 2rwArd

térfogatu, ahol r = ti a cs6 sugara, a falanak vastagsaga pedig
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Ebben a térfogatban 6sszesen
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tomegl anyag talalhatd, ami valamekkora AF nagysagui gravitacidos vonzoerdt fejt ki a csé minden darabkajatol
R = z/cosa tavol 1évs, m tomegi testre. (A A jel arra utal, hogy ez az eré nem a teljes lemez, hanem annak
csak egy kicsiny része altal létrehozott gravitacios vonzassal egyenld.) Mivel a cs6 alaki anyagmennyiség vonzoereje
— szimmetriaokokbol — a lemezre meréleges irdnyt, elegendd a gravitacios eré ezen komponensét kiszamitanunk:

AF =~ cosa = 2mmod - sin a Aa.
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A lemez teljes vonzoerejét a kis cs6darabok jarulékanak osszegzésével kaphatjuk meg. Mivel a nagyon nagy méreti
lemez legtavolabbi részei a =~ 7 /2 sz0g alatt latszanak, a kérdéses erd:
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A fenti képlet jobb oldalanak végén szerepls Osszeg 1-gyel egyenld, hiszen a 8. dbrdn lathato egységsugart negyed-
korben a vastagon jelolt kis szakaszok Gsszege éppen a negyedkor sugardval egyezik meg. A d vastagsagu lemez altal
kifejtett vonzoerd tehat:

F(d) =2mm~yp - d.
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3. dbra

Vegyiik észre, hogy a vonzder6 nem fiigg a lemeztSl mért = tavolsdgtol, igy a képlet akkor is érvényes, ha d nem
kicsi a-hez képest. (Egy vastagabb lemez sok vékony, parhuzamos darabra oszthato, és mivel mindegyikiik gravitacios
vonzobereje a lemezvastagsiggal aranyos, ugyanez teljesiil az Osszegzéssel kaphato ereddjiikre is.)

Most mar minden rendelkezésiinkre all, hogy kiszamithassuk, mekkora erét fejt ki egy nagyon nagy méretd, 2H
vastagsagu, atlagosan o tomegsiritségi, korong alakt anyageloszlas a szimmetriasikjatol x tavolsagban 1évé m tomegi
testre. Mivel a test egyik oldalan H — z, a mésik oldalon pedig H + x vastag anyagréteg talalhato, az eredd gravitacios
ers:

F=F(H-2)—F(H+z)=2rmyo[(H —z) — (H + z)| = —4rmyo - .



Ez az eré
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gyorsulast hoz létre, ahol w = +/4myp. Az ilyen er6torvénynek megfelel6 mozgas harmonikus rezgémozgas: x(t) =

Asin(wt), amelynek periodusideje:
2
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