I. megoldas. A kidraml6 vizsugarak burkolofelillete a henger tengelyére nézve forgasszimmetrikus feliilet. Te-
kintsiik ennek a feliiletnek egy, a henger tengelyére illeszkedd sikmetszetét (1. dbra), és hasznaljuk az abran lathato
koordinata-rendszert!

2r

Keressiink sszefiiggést egy adott H — h magassagbol kiindulé vizsugar tetsz6leges P pontjanak (x,y) koordinatai
kozott! Ehhez vizsgaljuk a vizsugar mozgéasat a P pontig! A kidramlo6 viz egy kicsiny darabkajanak (,yvizcseppjének”)
kezddsebessége a Torricelli-féle kidramlasi torvény szerint: v = y/2gh, a P pontig tehat ez a vizcsepp
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id6 alatt érkezik el. Ennyi id6 alatt a vizcsepp fliggéleges irdnyban g t? tavolsagnyit esik, tehat a P pontban
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igy a P pont derékszogl koordinatai kozott fenndll az
2? = 4h(H — h —y)

Osszefiiggés.

Keressiik meg ezek utan egy adott yy magassagban azt a pontot, amelyhez tartoz6 vizsugaraknak megfelels x
koordinata a lehetd legnagyobb. A maximélis x = xg megadja a burkolofeliilet y = yo-lal jellemzett S pontjanak méasik
koordinéatajat. Teljes négyzetté alakitassal:

2 = Ah(H — h—yo) = — [2h — (H — yo)|* + (H — yo)* < (H — y)* = a3,

vagyis H — yo = xo.

A burkolofeliilet (az abran szaggatott vonallal jelolt) alkotojanak egyenlete ezek szerint x + y = H. Az alkotok
tehat 45°-os szOget zarnak be a vizszintes talajjal, és az alkotok egyiittesen csonkakupot forméznak. A csonkakip
fed6korének sugara a henger r sugaraval egyezik meg, az alapkorének sugara pedig r» + H.

II. megoldas. Az 1. megoldés jeloléseit hasznalva a viz felszinétsl h tavolsagban 1évs lyukbol kiinduld vizsugar

egyenlete:
2

H—y:z—h—l—h.

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozepekre vonatkozo egyenlGtlenséget:
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A vizsugarak altal elért pontokra tehat fennall a H —y > x egyenl6tlenség. A vizsugarak burkolofeliilete ezek szerint egy
olyan csonkaktip, amelynek alkotéi 45°-0s szoget zarnak be a vizszintessel, fels6 korlapja pedig éppen a viz felszinének
magassagiban van, és a mérete is megegyezik a vizfelszin atmérgjével.

III. megoldas. Tekintsiik a 2. dbrdn lathaté A pontnal 1évés lyukon kidramloé vizsugarat, amelyik (a tomegpon-
tok vizszintes hajitasdnak parabolapélyajihoz hasonloan) parabola alaka ivet rajzol ki. Keressiik meg ezen parabola
fokuszpontjat és vezéregyenesét!



2. dbra

A kidramlas vy sebessége megegyezik azzal a sebességgel, amekkoraval egy szabadon esd test OA = h tavolsag
megtétele utan rendelkezne. (Ez az energiamegmaradas torvényébol kovetkezik, hiszen egy kicsiny Am tomegi viz-
mennyiség kifolyasakor a maradék viz helyzeti energiaja éppen annyival csokken, mintha a Am tomeg a viz felszinétdl
a kidaramlési nyilésig siillyedt volna le, és a helyzeti energia csokkenése fedezi a kidramlo6 viz mozgéasi energiajat. Az ener-
giamegmaradas ezen esetét fogalmazza meg a Torricelli-torvény, dltalanosabban pedig a Bernoulli-torvény, mindkettd
szerint vo = /2gh.)

Ismert (lasd pl. a P. 4565. feladat megoldasat a KoMaL 2014. évi 2. szamaban), hogy egy adott A pontbol adott
kezddsebességgel elhajitott testek parabolapalyajanak fokuszpontja és az A pont tavolsaga nem fiigg a kezdGsebesség
iranyatol. Ha a vizsugar nem vizszintesen, hanem fiiggslegesen felfelé indulna el az A pontbol, akkor (a surlodasi
veszteségeket elhanyagolva) éppen az O pontig, tehat a viz felszinéig emelkedne. Ez a (fligg6leges és egyenes) palya
olyan elfajult parabolanak tekinthets, amelynek fokuszpontja O, tehat OA = h tavol van a kiindulasi ponttol.

A vizsugar tényleges (vizszintesen induld) palyaja olyan parabola, amelynek F fokuszpontja — a szimmetria és
a hivatkozott tulajdonsag miatt — éppen az A pont alatt, attél h tavolsdgban talalhato. A parabola szimmetriatengelye
fiiggtleges, vezéregyenese (e) tehat vizszintes, és A-tol AF = h tavol helyezkedik el.
és nyilvan teljesiil, hogy F'P > BP (ahol B a P pont meréleges vetiilete a henger palastjan). Az egyenl6tlenség annal
az S pontnal valik egyenlGséggé, amelyik a parabola F' fokuszpontjaval azonos magassagban talalhato.

Megallapithatjuk, hogy a kiilonb6z6 magassagban 1évé lyukakbol kiindulé vizsugarak minden pontja az O pontbdl
indulo, 45° meredekségt (az abran szaggatott vonallal jelolt) f egyenes alatt (vagy esetleg éppen azon rajta) talalhato.
A vizsugarak burkolofeliilete tehéat az f egyenes megforgatasaval kaphato csonkakup.

Megjegyzés. A megoldas soran feltételeztiik, hogy a mérShenger egy vizszintes asztalon all, és emiatt a vizsugarak ivét csak
az asztal folotti térrészben vizsgaltuk. A burkolofeliilet teljes csonkaktpjat mar a mérShenger fels6 felen lévs (h < H/2-vel
jellemezhetd) lyukakbol kidramlé viz kirajzolja, a henger als6 felén 1évs lyukakat akar el is hagyhatjuk.

To6bb versenyz6 is vizsgalta a mérShenger alaplapja ald keriil6 vizsugarakat. (Ilyen vizsugarak példaul ugy johetnek létre,
hogy a mérchengert egy vékony, fiiggSleges rud tetejére erdsitjiik.) Megallapitottak, hogy a burkoléfeliilet ilyenkor egy cson-
kakapbdl és egy ahhoz illeszkedd forgasparaboloidbdl tevédik Gssze, az utdbbit a henger legaljanal kifoly6é vizsugarak hozzak
létre.



