Williams Kada megoldasa. Mindenekel6tt keressiik meg (1) linearis megoldasait, vagyis az f(z) = ax + b
alakiakat! Beirva (1)-be, majd kibontva és atrendezve:

alz+alz+y)+d)+btary+b=z+alz+y)+b+ylax+D),
(%) (a>—1)z+ (a® —a—b)y+ (ab+b) =0.

Meggondolhato, hogy ez éppen akkor allhat fenn minden z, y-ra, hogyha (*)-ban mindharom egyiitthato nulla, ami

csak akkor lehet igaz, ha (a,b) = (1,0) vagy (—1,2), azaz f(z) = x vagy f(z) = 2 — z. Ennek a meggondolasa nem

tartozik a megoldashoz, viszont ebbdl sejthets meg, hogy ez a ketts lesz (1)-nek az Osszes megoldésa. Jol lathato, hogy

ezeknél (x) egylitthatoi tényleg mind nulldk lesznek, vagyis hogy f(z) = = és f(x) = 2 — x valoban megoldasa (1)-nek.
Helyettesitsiink = = 0-t, majd pedig y = 1-et (1)-be, nyerjiik:

(2) f (W) + f(0) = fy) +yf(0),
(3) fa+flz+1)=z+ f(x+1).

Kezdésképpen konnyi megtalalni f(0) lehetséges értékeit: irjunk (2)-be elébb y = 0-t: f (f(0)) = 0 adodik, amiért
(2)-be most y = f(0)-t helyettesitve

F(F(F(0)) + £(0) = £ (£(0)) + £(0)%,

azaz 2f(0) = f(0)* adodik, ahonnan f(0) = 2 vagy f(0) = 0.

1. eset: f(0) =2, itt az f(x) = 2 — x megoldast varjuk.

Ez az eset egy triikkos észrevétellel elintézhets. Figyeljiik meg ugyanis, hogy (3) szerint 2 + f(z + 1) minden z-re
fixpontja f-nek. Ellenben a megcélzott x — 2 — x fliggvénynek csak az 1 a fixpontja. Ha belatnank, hogy f(0) = 2
esetén f-nek csak az 1 lehet fixpontja, abbol kovetkezne, hogy x + f(x + 1) fixpont lévén minden z-re, azonosan 1 kell
legyen, vagyis f(x + 1) =1 — 2 minden z-re, azaz f(t) = 2 — ¢t barmely t-re (¢ := z + 1).

Belatjuk tehat, hogy f(0) = 2-re f(a) = a-bol a = 1 kovetkezik. Ehhez (2)-t vegyiik szemiigyre, y = a-t helyette-
sitve: f (f(a)) +2 = f(a) 4+ 2a, a =1 adodik. Ez igazolja, hogy f(0) = 2 esetén f(z) =2 — x.

2. eset: f(0) =0, itt az f(z) = = megoldast varjuk.

Ezuattal bonyolultabban jarunk el: azt vessziik észre, hogy ha (1)-be z, y helyett —z, —y-t helyettesitiink, azzal
f(zy) ugyantgy jelen marad, és ezért kiejthetjiik:

flay) ==f@+fl@+y)+ @+ f@z+y) +yf(z)
flay) = —f(—z+ f(-z—y)) + (—z + f(—z —y)) —yf(—a).
Itt gyakran iiti fel fejét = + y és ellentettje, kényelmesebb az y := k — x jelolést hasznélni:
(4) —f @+ f(k) + (x+ f(k) + (k —2) f(z) =
=—f(—z+ f(=k) + (—z + f(=k)) = (k — z)f(—=).

A megoldashoz elGszor meghatarozunk néhany f(+k) értéket, majd pedig az adodo Osszefiiggéseket Gsszehasonlitjuk,
amikb6l méar némi munka aran kifejezhetjiik f(x)-et.
Mar tudjuk, hogy f(0) = 0, irjunk héat (4)-be k = 0-t, rogton baratsagosabb lesz:

—f@)+z—af(x) =—f(-2) —z+af(-z),
(5) 2= (z+1)f(x)+ (z = 1)f(—=x).

Ha (3)-ba © = —1-et irunk, akkor f(0) = 0 miatt f(—1) = —1 nyerhetd, illetve (5)-be = = 1-et irva, megkapjuk,

hogy 2 =2f(1), f(1) = 1. Vagyis (4)-be mar irhatunk k = 1-et is:
—fe+D)+@+)+(Q-a)f(x)=—f(—z—1)—(z+1) = (1 —a)f(—=x).

Itt viszont (5) szerint —(1 — x) f(—x) helyére 22 — (z + 1) f(z) irhato, vagyis

—fle+D)+2x+ )= -1)f(z) - f(-x— 1)+ 22 — (z + 1) f(x),
242f(x)=f(z+1)— f(—x—1).

Ha ezt = helyett = — 1-re irjuk fel, akkor
(6) 2+42f(x—1) = f(z) - f(-2)
adodik.



Beszorozva (6)-ot (x — 1)-gyel, majd hozzdadva (5)-6t:

2@ -1)+2(z—-1Df(e—1)+2z=(z-1)f(x) + (z+ 1) f(2),
(7) (=D f(z—1)+ 2z —-1) =xf(x).

Ezutan (6)-ba © = —1-et irva, f(—2) = —2, majd pedig (6)-ba x = 2-t irva, f(2) = 2 nyerhetd.
A befejezéshez irjunk (4)-be k = 2-t:

—fle+2)+(@+2)+2-2)f(x) =—f(-z-2) + (-2 —2) - (2 —2)f(-2),
ahol f(z +2) — f(—x —2) =2+ 2f(z + 1) érvényes (6) szerint, igy
2@ +2)+2—2)- (f(x)+ f(—x)) =2+ 2f(z + 1).
Beszorozva (z + 1)-gyel, (7) miatt adodik:

2@ +2)(x+1) = (z = 2)(x+1)- (f(x) + f(—x)) =2(x + 1) + 2 (xf(x) + 22+ 1),
20 +32+2) —2(x+1) 222+ 1) = (2* — 2 —2) (f(z) + f(—2)) + 22 f(2),
20 = (2% + 2 - 2)f(2) + (2” — z — 2) f(~2).
Ezt pedig (x — 1)-gyel tovabb szorozva és (5)-6t hasznalva:

20%(x — 1) = (x — 1)(2® + =z = 2)f(z) + (2% — 2 — 2) 2z — (z + 1) f(z)),
20%(x — 1) — 2z(2? — 2 — 2) = [(:E—l)(x +—2)— (z+1)(2? —x—2)}f( ),

2z (2 —z— (2* —2 - 2)) =
Z[:C((:E2+:C—2)—(CE2—SC—2)—(SC +—2) + (22 —:E—Q))]f(x),
1o = [z (20) — (22 — )] f(a),

amibdl mar vildgos, hogy f(z) = z, barmely x-re.
Tehat két megoldasunk van: f(z) =z és f(x) = 2 — x, és ezeket mar leellendriztiik.



