Szab6 Barnabas megoldasa. A szokasos modon va(x) jeloli egy x pozitiv egész primfelbontédsaban a 2 hatvany-
kitevGjét. A tovabbiakban hivatkozéas nélkiil fel fogjuk hasznélni azt az ismert allitast, mely szerint ve(z) > va(y)
esetén vo(x +y) = v2(y), és va(x) = va(y) =t esetén va(x £y) > t+ 1. Ha a = 1, akkor ab — ¢ és ac — b kozill az egyik
nem pozitiv, igy nem lehet 2-hatvany. Tehat a # 1, hasonloan b, ¢ # 1.

1. eset: minden valtozo6 paros. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy va(a) > v2(b) > va(c) > 1. Ekkor v (ab—c¢) =
va(c), de ab— ¢ 2-hatvany, igy ab— ¢ < ¢, azaz ab < 2¢. A va(ac—b) = v2(b) egyenlSséghdl kapjuk, hogy ac < 2b. A két
egyenlGtlenséget Gsszeszorozva nyerjiik, hogy a < 2, de a # 1, igy a = 2. Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy 2b < 2¢
és 2¢ < 2b, azaz b = c, viszont ekkor vy (bc — a) = v2(b? — 2) = 1, tehat b? — 2 = 2 lesz, ahonnan b = ¢ = 2. Az els6
eset tehat az (a,b,c) = (2,2,2) szamharmast adja, ami valoban megfeleld.

2. eset: egyik valtoz6 paratlan. Feltehets, hogy c lesz paratlan. Tegyiik fel, hogy va(a) # v2(b), mondjuk va(a) >
va(b). Ekkor a paros, tehat ab — ¢ paratlan, azaz ab — ¢ = 1. Masrészt, va(be — a) = va(b), igy be —a = 292(%) ogzt6ja
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b-nek, bc —a < b. Ekkor ab — 1 = ¢ < % < 1+ a, ahonnan a(b—1) < 2, igy a = 2 és b = 2, ami ellentmond

va(a) > vo(b)-nek.
Tehat t = va(a) = v2(b). Elészor tegyiik fel, hogy t > 1. Ekkor 2|ab, igy ab— ¢ = 1. A c-t behelyettesitve

be —a = ab® — (a+b) = 27,
ca—b=a*b— (a+0b)=2Y,

ahol feltehets, hogy = < y. A kett6t kivonva, 27(2Y™" — 1) = ab(a — b) adodik. Hogyha x = y, akkor a = b lesz, és
> =2 =a (a2 —2) = 2°. Mivel a péros, va(a® —2) = 1, igy a* — 2 = 2!, a = 2 adédik. Ebbél kapjuk a (3,2,2)
szdmharmast.

Ha z < y, akkor 2°(2Y™% — 1) = ab(a — b) miatt va (ab(a — b)) = x, de vo(a —b) >t + 1, igy « > 3t + 1. Ebbdl
vy (ab® — (a+b)) = & > 3t + 1, de vo (ab®) = 3t miatt va(a + b) = 3t. Mésrészt 3t > t + 1 miatt va(a — b) =
vy (2a — (a + b)) = t+ 1, azaz © = vs (ab(a — b)) = 3t + 1. Legyen ab® = 23'd és a + b = 2%¢, ekkor az egyenletbe
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helyettesitve és 2%'-vel osztva d — e = 2, tehat — < 3, ezért ab® < 3(a + b). Ebb6l b > 2 miatt a < b—2a + 7 <-a+ =,
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ahonnan a < 6. Ha a = 2, akkor 2b®> < 6 + 3b, innen b = 2 (hiszen vo(b) = 1), innen ismét kapjuk a (3,2,2)
szamharmast. Hasonlo vizsgalattal adodik, hogy a = 4 esetén nincs megoldas, mig a = 6 esetén kapjuk a (2,6,11)
harmast.

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor ¢ = 0, azaz mindharom szam péaratlan. Legyen bc — a = 2% ca — b = 2Y,
ab—c = 2°. Feltehetd, hogy < y < z. Ekkor 2Y | (ab—c)—(ac—b) = (b—c)(a+1) és 2Y | (ab—c)+(ac—b) = (b+c)(a—1).
Nyilvan ve(b—¢) = 1 vagy v2(b+c¢) = 1, innen a > 2Y~' — 1. Viszont (a+b)(c—1) =27 +2¥ <2V dea+b>2v"1
tehat ¢ < 5. ¢ =5 esetén b = 1 lenne, ami ellentmondés. Tehat csak ¢ = 3 lehetséges. Mivel b > 1, igy a < 2Y — 1 tehat
a=2""141vagy a=2Y"1— 1. Az el6bbi esetb6l egyszerii szamolas utan ellentmondasra jutunk, mig az utobbibol
a (3,5,7) megoldast kapjuk, ami valoban jo. A megoldasok tehat: (2,2,2), (3,2,2), (2,6,11) és (3,5,7) és persze ezek
permutacioi.



