Di Giovanni Mark megoldasa. a) Ha n pératlan, akkor tekintsiink egy szabélyos n-szoget és lassuk be, hogy ez
egy kiegyenstulyozott halmaz. Ehhez tekintsiink két tetszdleges, kiillonbozs A és B pontot és a tavolsdgukat ivhosszban
mérve (a sokszog koriilirt kore mentén). Ekkor a két tavolsag (a hosszabb és rovidebb iv mentén) Gsszege n, azaz
paratlan, ezért az egyik tavolsig paratlan a masik pedig paros. Ha viszont az egyik iv hossza paros, akkor S tartalmazza
az ivfelezGpontot, ami ugyanakkora tavolsagra van A-t6l és B-tdl.

Ha n paros, akkor tekintsiink egy kort és S legyen a kovetkezs pontok halmaza: a kor O kozéppontja és a kor
keriiletének néhany pontja az dbra szerint: A, B, C 1ugy, hogy ABCO rombusz legyen, tovabba tetszsleges k& darab
pont (Py, Pa,..., Py), illetve ezen pontok O koriili 60°-os pozitiv irdnybeli elforgatottja (Q1,Q2, . .., Q).

Nyilvan megvalaszthatjuk a P;-pontokat gy, hogy az 6sszes altalunk kivalasztott pont kiilonboz6 legyen. Ekkor
S-nek pontosan 2k + 4 darab eleme van (ahol k tetsz6leges nemnegativ egész). Tekintslink most két kiilonb6zs S-
beli pontot. Ha mindketts a kor keriiletén van, akkor a kor kézéppontja egyenls tavol van t6likk. Ha az egyik a kor
kozéppontja, akkor mivel A B-nek, B C-nek, illetve ); P;-nek a 60°-os elforgatottja, ezért a szabalyos haromszogek
miatt azonnal taldlunk olyan pontot, ami a két kivalasztott ponttol egyenls tavolsagra van. Ezzel belattuk, hogy S
kiegyensulyozott. Tovabba 2k + 4 felveszi az Osszes 3-nal nagyobb paros szamot.

Tehat minden n > 3 egészre létezik n elemd kiegyensilyozott halmaz.

b) Azt allitjuk, hogy pontosan a paratlan n-ekre létezik n elemi kiegyensulyozott, centrum-nélkiili halmaz.

Ha n paratlan, akkor a szabélyos n-szog kiegyensulyozott halmaz (ezt mér kordbban belattuk), tovabba barmely
harom pontjat is valasztjuk ki, az a pont, amely mindharmuktdl egyenld tavolsagra van, éppen a koriilirt koriik
kozéppontja, ami nyilvin megegyezik a szabalyos n-szog koriilirt korének kozéppontjaval. Ez a pont viszont nem
S-beli, tehat S centrum-nélkiili.

Lassuk most be, hogy paros n-re nem létezik ilyen S halmaz. Legyen n = 2k és tegyiik fel indirekt, hogy taladltunk
ilyen S-et. Ekkor egy tetsz6leges A csicshoz legfeljebb & — 1 darab S-beli pontpar taldlhato ugy, hogy A rajta legyen
a felezdmerdlegesiikon, mert ha létezne k ilyen par, akkor a 2k — 1 cstcs koziil lenne olyan B pont, amihez tartozé
két felezGmerGlegesen is rajta lenne az A pont. Tekintsiik ezen felez6merélegeseket meghatarozo szakaszokat: BC-t és
BD-t. Ekkor AB = AC' és AB = AD-b6l AB = AC = AD Xkovetkezik, tehat S-nek van centruma, ami ellentmond
eredeti feltevésiinknek. Tehat S-nek minden cstcsa legfeljebb £—1 darab kiilonb6z6 S-beli pontpar altal meghatarozott

felez6merdlegesen lehet rajta. Viszont Gsszesen 5 | = k(2k — 1) darab pontpar van, amelyek mindegyikéhez tartozik

egy felez6merdleges, tovabba minden pontpar altal meghatarozott felez6merélegesen van legalabb egy darab S-beli
pont.

Tehat k(2k—1) < 2k(k—1), azaz k > 2k, ami nyilvanvaloan ellentmondés. Igy paros n-re nincsen kiegyensilyozott,
centrum-nélkiili halmaz.

Osszefoglalva: pontosan a paratlan n-ekre létezik kiegyensilyozott, centrum-nélkiili .S halmaz.



