Nagy Robert megoldasa. ElGszor olyan hirokat vizsgalunk, melyek végpontjain az 6sszeg k — nevezziik ezeket
k-htroknak.

Lemma. Eqgy szép elrendezésben barmely harom hurrae teljesil, hogy az eqyik elvdlasztja a mdsik kettot.

Bizonyitas. Indukcidval bizonyitunk n szerint. Ha n < 3, akkor az allitas trivialis. Legyen n > 4, és bizonyitsunk
indirekten.

Tegyiik fel, hogy létezik harom olyan hir, melyek ,nem elvalaszt6ak”. Legyenek a harom hur végpontjai: ab, cd, ef,
ahol ezek a végpontokra irt szamokat is jelolik. Ekkor ha n nem szerepel a hat végpont kozott, akkor n-et elhagyva
a korrdl tovabbra is szép elrendezést kapunk, melyben csak (n — 1)-ig vannak az elemek. Erre mar belattuk, hogy
teljestil az allitas, tehat ez ellentmondas. Ugyanigy, ha 0 nem szerepel a hir végpontok kozott, akkor ezt elhagyva és
minden pont értékét eggyel csokkentve is szép elrendezéshez jutunk, melyben a legnagyobb elem megint csak n — 1,
ami ellentmondas.

Tehat a 0 és az n elemek is a harok végpontjai kozott vannak. Vegyiik észre, hogy az n és a 0 azonos hurok
végpontjai, kiilonben: n +b > n > 0+ d, tehat k = n.

Legyen A, B, C' a harom hir, mely nem elvalaszto. Ezek koziil legyen C' az, melynek két végpontja 0 és n. Ekkor
vegyiik azt a D hurt, mely kbzvetleniil a C hir mellett van, azonos oldalon az A és B hurokkal. Ennek két végpontja
legyen u és v, u +v =t.

Ha t = n, akkor a C' hiar két végpontjat elhagyva és az 0sszes elemet eggyel cstkkentve megint olyan elrendezést
kapunk, amire méar belattuk az allitast az indukcié miatt.

Ha t < n, akkor ¢ nyilvanval6an a C' hur mésik oldalan van, hiszen kiilénben a D hir és a {0, ¢} hur metsz6 lenne.
Igy (n —t) (hiszen t, n — ¢t nem metsz6 C-vel) is C' mésik oldaldn van, ekkor viszont a C hir végpontjait elhagyva
megint kapunk harom huart, melynek végpontjain a szamok Osszege megegyez6 és nem szétvalasztoak. De (n — 2)-re
mar belattuk az allitast az indukci6 miatt.

Ha t > n, akkor vegyiink minden x szam helyett n — z-et. Vegyiik észre, hogy ekkor az elrendezés nyilvanvaldéan
tovabbra is szép lesz, és ekkor visszakapjuk az el6z6 esetet. Tehat belattuk, hogy minden elrendezésben a k-harok
szétvalasztoak. ]

Bizonyitsuk az eredeti allitast teljes indukcioval. n = 2-re az allitas nyilvanval6. Ezek utén legyen n > 3. Legyen S
egy szép elrendezés 0, ...,n szadmozassal. Ekkor ha n-et elhagyjuk, akkor kapunk egy T szép elrendezést 0,...,n — 1
szamozassal. Az n-hurok T-ben szétvalasztoak, igy 0-n kiviil minden pontnak van péarja. Legyen T 1-es tipusd, ha 0
két n-hur koézott van, és legyen T 2-es tipust, ha nem, tehat a 0-t egy hir valasztja el a tobbitsl.

Megmutatjuk, hogy minden 1-es tipust T elrendezés pontosan egy S elrendezésbdl szarmazik, mig minden 2-es
tipustu elrendezés 2 kiilbnb6z6 2-es S elrendezésbdl ered.

Ha T 1-es tipusu, akkor legyen 0 az A, B n-hiurok koézott. Mivel az n-hurok szétvalasztoak, ezért a T elrendezésbdl
egyértelmiien visszakaphatjuk az S elrendezést, mivel az n pontnak A, B maésik végpontjai kozotti iven kell lennie.
Ha belatjuk, hogy egy 1-es tipusu T elrendezésbe a megfelels helyre visszarakva n-t egy megfelel S-t kapunk, akkor
készen vagyunk, hiszen a masik irdny nyilvanval6é. Ha 0 < k < n, akkor nyilvan teljesiil az allitas, hiszen a T-ben levs
k-hurok S-ben is azok.

Ha n < k < 2n, akkor az n-hurok parhuzamosak az elrendezés miatt, tehat létezik egy [ tengely, melyre x és n — x
szimmetrikusak. Ha lenne két k-har, mely metsz6, akkor az [-re szimmetrikus parjai is metsz6k, de ezekben a hirok
végén levs szamok Osszege 2n — k < n, ami ellentmondas.

Ha T 2-es tipust, akkor ugyanigy megy a bizonyitas, csak az n-et a 0 mindkét oldaldra be tudjuk rakni, tehat
kétszer annyi eset keletkezik.

Legyen M,, a szép elrendezések szama 0,...,n szadmozassal, és legyen L, a 2-es tipusd szép elrendezések szama
0,...,n szdmozassal. Ekkor

Mn = (Mnfl - Lnfl) + 2Ln71 = Mnfl + Lnfl-

Tehat elég belatni az indukcié miatt, hogy L,—1 azon (x,y) parok szama, melyre x + y = n és Inko (z,y) = 1.
Ahhoz, hogy ezt belassuk, vegylink egy 2-es tipust szép elrendezést 0, ...,n — 1 szdmozassal. Szamozzuk a helyeket a
0,1,2,...,(n — 1)-gyel (mod n), mégpedig agy, hogy a 0 elem a 0-s helyen legyen.

Legyen F(i) az i-edik poziciéban levs elem értéke. f egy permutécioja a [0,n — 1]-nek. Legyen f(a) = n — 1. Mivel
az n-hirok szétvalasztéak O-val, és minden pont valamely hirnak az eleme, azért az n-hirok parhuzamosak egymaéssal,
igy f(i) + f(—i) = n minden i-re.

Mivel az n — 1 hirok is szétvalasztoak, és minden pont valamely hirnak az eleme, ezek a harok is parhuzamosak,
igy f(a—1) = f(—i) — 1 minden i-re, és mivel f(0) =0, azért f(—ak) = k minden k-ra. Ez egy egyenl&ség modulo n,
és f az 0,...,n — 1 elemek egy permutacioja, igy (a,n) = 1. Tehat L,,—1 < o(n).

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ezek az esetek valoban megoldasok. Ehhez vegyiink négy szamot a koron,
melyekre teljesiil, hogy w + y = = + z. Ekkor a pozicidkra teljesiil, hogy (—aw) + (—ay) = (—ax) + (—az), ami azt
jelenti, hogy a wy és xz hurok parhuzamosak, tehat az elrendezés valoéban szép, igy belattuk az allitast.



