Janzer Olivér megoldasa. Jeloljiik a-val azt az (egyik) 1-nél nagyobb racionalis szamot, melyre f(a) = a. (i)-be
x = a-t és y = l-et helyettesitve f(a)f(1) > f(a), azaz af(1l) > a. Mivel a > 1, azért leoszthatunk, igy f(1) > 1.
Bebizonyitjuk n szerinti teljes indukcioval, hogy ha n pozitiv egész, akkor f(n) > n. n = l-re igaz az allitas. Tegyiik
fel, hogy n < k-ig mar belattuk, bizonyitunk n = k + 1-re. (ii)-be z = k-t és y = 1-et helyettesitve

fk+1) = f(k)+ f(1) = k+1,

igy az indukcios lépést befejestiik. Tehat pozitiv egész n-ekre f(n) > n.
Vegyiink egy tetszéleges b pozitiv racionélis szamot (p és g pozitiv egészek). Ekkor (i)-be x = Pt es y = q-t
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helyettesitve

q

/ (73) 7@) > F).

flq) > qés f(p) > p, igy flq) és f(p) is pozitiv. Igy f (g) is pozitiv kell legyen. Tehat minden xz € Qs¢-ra f(z) > 0.
Igy (i4)-bol
flx+y) = f(@)+ fly) > fy),

tehat a fliggvény szigoruan monoton né. (Ha x1 > x9, akkor © = x1 — x9, y = x2 helyettesitésekkel f(x+y) > f(y)-bol
[z — @] +22) > f(22), azaz f(z1) > f(z2).)

Most n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy f(a™) < a”, ha n pozitiv egész. n = 1 esetén f(a) = a <
Bizonyitunk n = k-rol n = k+ 1-re. (i)-be z = a®-t és y = a-t helyettesitve f(a®)f(a) > f(a*™). Igy, mivel f(a*) < a*
és f(a) = a, azért f(a*t1) < abtl.

Tegyiik fel, hogy valamilyen zyp € Q<o esetén f(xo) > xzo. Legyen ekkor f(zg) = xo + ¢, ahol ¢ > 0. n szerinti
teljes indukcioval igazoljuk, hogy f(nxg) > nxg + ne, ha n pozitiv egész. n = 1-re valoban f(xg) = x9 + ¢ > zo + c.
Bizonyitunk n = k-r6l n = k + 1-re. (ii)-be & = kxo-t és y = xo-t helyettesitve

F([k+1]zo) > f(kxo) + f(xo) > (kxo + kc) + (2o +¢) = (k+ 1)zo + (k4 1)c.

Az indukcios lépést befejeztiik, f(nzo) > nxo + ne.
Mivel ¢ és ¢ pozitiv szamok, igy van olyan K pozitiv szdm, melyre Kc > xy. Minthogy a > 1, ezért van olyan n
pozitiv egész, amelyre teljesiil (K + 1)zo < a”. x¢ pozitiv szam, igy egyértelmiien létezik olyan k egész, melyre

kxo < a" < (k4 1)xo.

Igy (K+1)xo < a™ < (k+1)zq, amibél K < k. Igy, mivel K pozitiv, ezért k is, azaz k pozitiv egész. Mivel f szigortan
monoton nd, ezért krg < a”-bol f(kxg) < f(a™). Koradbban belatott allitdsunk szerint viszont f(kxo) > kxzo + ke,
illetve f(a™) < a”", igy

kxo + ke < f(kxo) < f(a™) < a™.

Mivel a™ < (k + 1)xg, azért kzg + ke < (k + 1)xg, amibdl ke < zp. Azonban K < k és K¢ > xg, ami ¢ > 0 miatt
ellentmond kc < xg-nak. Igy ellentmondéasra jutottunk, azaz feltevésiinkkel szemben nincsen olyan xo € Q¢, amelyre
f(zo) > zo. Tehat x € Qs esetén f(x) < z.

Azt azonban tudjuk, hogy f(n) > n, ha n pozitiv egész. Igy n < f(n) < n, tehat f(n) = n. Vegyiink egy tetszoleges

b pozitiv racionalis szamot (p és g pozitiv egészek). Ekkor (i)-be z = Pt es y = ¢-t helyettesitve azt kapjuk, hogy
q q
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f (9) g>p, amibsl f (9) > P,
q q q

Ezt Osszevetve f(x) < x-szel azt kapjuk, hogy f (1—7> _— Igy a feladat allitasat igazoltuk.
q q

Mivel f(q) = q és f(p) = p, azért



