Szabé Attila megoldasa. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az Ay B1C1 kor P kozéppontja a
koriilirt kor B-t nem tartalmazé AC ivén van. A haromszog oldalait és szogeit a szokésos modon jeloljik, félkeriilete s,
teriilete ¢, beirt és koriilirt korének sugara rendre ¢ és R. Legyenek a PA, PB, PC szakaszok lat6szogei rendre
PBA< = PCA<d=d, PCB<g<=7— PAB< =3 ¢s PAC< = PBC< = v'. Ekkor a szinusztétel miatt

(1) PA=2Rsina’, PB=2Rsinf’, PC=2Rsinv,

a kovetkezG Gsszefiiggések egyszert szogszamolassal adodnak:

(2) T—f =a+ty, B=d+9, B =y+d.

Isrqert tovabba, hogy CB; = BCy =s—a, AC; =CA; =s—b, AB; = BA; =s—c.
Irjuk fel a koszinusztételt a BiCP és C1 BP haromszégekben:

(3) PB? = (s —a)” + CP? — 2(s — a)CPcos/;

(4) PC? = (s —a)® + BP? — 2(s — a)BP cos /.

Mivel PB; = P(C4, a két jobb oldal egyenld:

CP? —2(s —a)CPcosa’ = BP? —2(s —a)BP cos o/,
(5) (CP — BP)(CP + BP) = CP?* — BP? =2(s — a)(CP — BP)cos'.

A B; AP és Ay BP héaromszogekben felirt koszinusztételekbdl ugyanigy kovetkezik, hogy
(6) (AP — BP)(AP + BP) = 2(s — ¢)(AP — BP) cosv'.

Az (5), (6) egyenletek CP = BP, illetve AP = BP esetén is teljesiilnek. Ha viszont mindketts teljesiilne, P az
ABC kor kozéppontja lenne, ami ellentmondés: az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy C'P # BP. Ekkor
(5) mindkeét oldalat eloszthatjuk (CP — BP)-vel:

(7) CP + BP =2(s—a)cosd/,

2R(siny’ +sin B') = (b+ ¢ — a)cosa’ = 2R(sin B + siny — sin ) cos o/,

sin (8 — ') +sin (v + ') = (sin B + siny — sina) cos o/,
sin 8 cosa’ — cos Bsina’ + sinycosa’ + cosysina’ =
=sinBcosa’ +sinycosa’ — sinacosa’,
sinacosa’ = sina’(cos B — cos”y),

(8) ctga = Lo — Co8T ii;;OS iy
Most irjuk fel a koszinusztételt az A;CP és AC; P haromszogekben is:

(9) PA? = (5 —b)* + PC? — 2(s — b)PC cos ';
(10) PC? = (s —b)* + PA? +2(s — b)PAcos 3.

PA; = PCy miatt a két jobb oldal egyenld:

(11) PC? —2(s —b)PC cos ' = PA? +2(s —b)PAcos 3,
(PC — PA)(PC + PA) = PC? — PA? = 2(s — b)(PA + PC) cos 3,
PC — PA=2(s—b)cosf3,
2R(siny’ —sina’) = (a + ¢ — b) cos ' = 2R(sin + sin~y — sin 3) cos 3,
sin (8" + ) —sin (B’ — ) = (sina + siny — sin 3) cos ',
sin 8’ cosa + cos B’ sin o — sin B’ cos ¥ + cos 3’ siny =
= sinacos 8 + sinycos 8’ — sin S cos 3,
sin B'(cosy — cosa) = sin Bcos 3,

COS7y — COS
12 tg f = — "2
(12) ctg B s



(2) miatt 8’ — o’ = v: ha ez teljesiil, ugyanez fennéll kotangenseikre is, azaz ctg (8’ — o') = ctgy. Felhasznélva a
kotangens addicios képletét (nullaval osztéas nem fordul el6, mivel 0 < v < 7):

cos f—cosy cosy—cosa
cos*yiCtg _ctgd/ctgf +1 | T ana smp T1
; - - ’_ /— cosPB—cosy cosy—cosa
sin 7y ctga/ —ctg B cna L — L

~ (cos B —cosy)(cosy —cosa) +sinasinf
~ (cos —cosy)sin B — (cosy — cosa)sina

_ —cosfBcosa+sinBsina — cos? vy + cos o cosy + cos B cosy B
N sin o cos o + sin 3 cos 3 — sin a cosy — sin 3 cosy N

—cos (o + f3) + cosy(cosa + cos f — cosy)

3 (sin 2a + sin 23) — cosy(sin v + sin 3)
cosy(1 + cosa + cos 8 — cos )
sin (a + f3) cos (o — 8) — cosy(sin o + sin )
cos (1 + cosa + cos § — cosy)
sin~y cos (a — 8) — cosy(sina + sin B)

A bizonyitanddbol tehat kovetkezik a kdvetkezs egyenlet teljesiilése:

cosy cosv(l—i—cosa—i—cosﬁ—cosw)

13 = .
(13) siny  sinycos(a — ) — cosy(sina + sin )

(13) nyilvan igaz akkor, ha cosy = 0, azaz v derékszog. Tegyiik fel most, hogy v nem derékszog, azaz oszthatunk
cos y-val: ezt elvégezve és felszorozva a nevezdkkel:

siny cos (o« — B) — cosy(sina + sin B) = siny(1 4 cosa + cos 8 — cos7),
sin~y cos (o — B) = sin~y + (sin~y cos a + cosysin a)+
+ (sinycos 8 4 cosysin 3) — siny cosy =
= sin~y + sin (y + a) +sin (y + 8) — sinycosy =
= siny + sin 8 + sin « + siny cos (a + B),
sin+y (cos (o — B) — cos (a + ) = sina + sin 8 + sin 7,
sin~y - 2sinasin f = sina + sin 8 + sin 7.
Az egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk R*-tel és alkalmazzuk a szinusztételt:
1 R
t= §absin7 = E(a—i—b—i— ¢) = Rs;

mésrészt viszont ismert moédon ¢t = ps és nyilvdn R > p: ezek egyiitt ellentmondéasra vezetnek, a haromszog tehat
C-ben derékszogi. Ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. Nem tettiik fel, hogy AP # BP. Ha a haromszog C-ben derékszogt, valoban

, cospf cos o
ctga = — =1=—
sin « sin 8

=ctgf,

tehat o/ = B, igy AP = BP. Az tehat, hogy a haromszognek C-ben kell derékszogiinek lennie, az altalanossag megszoritasaibol
(P elhelyezésébol és CP # BP feltevesébol) kovetkezik.




