Nagy Janos megoldasa. Rogton lathato, hogy a g(n) = n + ¢ alaka fliggvények megfelelnek a feltételnek, ahol
c egy nemnegativ egész szam, hiszen ekkor a fliggvény értékkészlete megfelels és

(g(m) + n) (m + g(n)) =(m+n+ 0)2,

ami valéban mindig teljes négyzet.

Bebizonyitjuk, hogy csak ezek a jo fiiggvények.

Neézziik meg, hogy egy tetszéleges pozitiv egész m-re milyen értéket vehet fel a g(m + 1) — g(m) kifejezés. ElGszor
igazolom, hogy nem lehet 2-t6l kiillonb6zs primosztoja. Indirekt moédon tegyiik fel, hogy valamilyen p # 2 primre
p | glm+1)—g(m) éslegyen g(m) = pl +r, illetve g(m + 1) = pk +r. Mivel p >2, azért ketténél tobb maradékosztaly
van, tehat létezik biztosan olyan u pozitiv egész, hogy sem (u+1), sem (u+ k) nem oszthato p-vel. Legyen n = pu —r.

A feladat feltételébsl tudjuk, hogy (g9(m) + n)(m + g(n)) négyzetszam, tehat p(l + u)(m + g(n)) négyzetszam.
Tudjuk, hogy (u+1) nem oszthaté p-vel, de p-nek paros kitevon kell szerepelnie egy négyzetszamban, igy p | m+ g(n).

Ugyanigy kapjuk m helyébe (m + 1)-et irva, hogy p | m + 1 + g(n), ebb6l p | m + 1 + g(n) — m — g(n) = 1, ami
ellentmondas. Igy tehat azt kaptuk, hogy g(m -+ 1) — g(m)-nek semmilyen m-re nem lehet 2-t6l kiilonbozé primosztoja.

Most bebizonyitom, hogy g(m + 1) — g(m) nem lehet oszthat6é 4-gyel. Tételezziik fel indirekt modon, hogy 4 |
g(m+1) — g(m). Ekkor létezik olyan n pozitiv egész szam, hogy n+ g(m) és n+ g(m+ 1) is kettd maradékot ad 4-gyel
osztva.

Tudjuk, hogy (g(m) +n)(m+ g(n)) négyzetszédm, de g(m) +n oszthat6 2-vel, de 4-gyel nem, amibél 2 | m + g(n).
Ugyanigy kapjuk m helyébe (m + 1)-et irva, hogy 2 | m + 1 + g(n), két szomszédos egész szam mindegyike nem lehet
paros, tehat ellentmondasra jutottunk, tehat 4 | g(m + 1) — g(m) nem teljesiilhet.

Igy arra jutottunk, hogy minden m-re g(m + 1) — g(m) lehetséges értékei 1, —1, 2, —2.

Ezutan bebizonyitom, hogy egy adott ¢ értéket, ha t # 1, akkor csak véges sokszor veheti {6l a g(m + 1) — g(m)
kifejezés. Tételezziik fel, hogy végtelen sok kiilonbozé m egész szamra g(m + 1) — g(m) = t. Vegyiik észre, hogy

(9(m +1) +m)(g(m) +m +1) = (g(m) + m +t) (9(m) +m + 1)

négyzetszam. Legyen v = g(m) + m + 1, mivel v > m, ezért tudjuk, hogy v - (v+t — 1) végtelen sok pozitiv egész v-re
négyzetszam.

Most két eset van.

1. eset: Ha t — 1 pdros. Ekkor

t—3Y t—1Y
U—I—T <v-(v+t—-1)< v—|—T ,

ha v elég nagy, ami ellentmondas, hiszen ekkor v- (v+¢—1) nem lehet négyzetszam. A fenti egyenlGtlenség jobb oldala
egyértelmtd, a bal oldal azt jelenti, hogy

t—3Y t—3Y
vz+(t—3)v—|—<—) <vi4ot-1), (T) < 2v,

2
ami teljesiil, ha v elég nagy.
2. eset: Ha t — 1 paratlan. Ekkor

t—2Y t\
v—!—T <v-(v+t—-1)< v—|—§ ,

ha v elég nagy, ami ellentmondas, hiszen ekkor v- (v+¢—1) nem lehet négyzetszam. A fenti egyenlGtlenség jobb oldala
egyértelmtd, a bal oldal azt jelenti, hogy

2 2
t—2 t—2
v”+@—mv+(j?> <v? 4ot —1), (_T) <,

ami teljesiil, ha v elég nagy.

Azt kaptuk, hogy egy t érték csak véges sokszor szerepelhet kiilonbségként, ha ¢ # 1. Igy tehat a —1, 2, —2
értékek csak véges sokszor szerepelhetnek g(m + 1) — g(m) értékeként, vagyis egy korlattol kezdve minden m-re
g(m+1) = g(m) + 1, azaz ha m > N, akkor g(m) = m + ¢ valamilyen konstans c-re.

Tovabba bebizonyitjuk, hogy akdrmilyen N-nél kisebb m egész szamra is g(m) = m + c¢. Valasszunk egy olyan
n > N szamot, amire m + n + ¢ = p, ahol p egy prim, ekkor (g(n) + m) (g(m) + n) négyzetszam, de g(n) + m = p,
tehat g(m) + n oszthatod p-vel, azaz p | g(m)+n—p = g(m) —m — c. Azt kaptuk, hogy g(m) —m — ¢ oszthat6 végtelen
sok elég nagy primmel, amibdl g(m) = m + c.

Igy tehat minden pozitiv egész m-re g(m) = m+ ¢, ahol ¢ egy egész szam, de nyilvan nemnegativ. Ezek az egyediili
j6 megoldasok.



