
Megoldás. Használjuk az

Sk = xk
− yk

jelölést minden k pozitív egészre; legyen továbbá x+ y = a és xy = b. Az ismert azonosság szerint

20
∑

k=0

x20−kyk =
S21

x− y
=

S21

S1

.

Ha n > 1, akkor
Sn+1 = xn+1

− yn+1 = (xn
− yn)(x + y)− (xny − xyn) = aSn − bSn−1.

Ezt alkalmazva n = 1, 2, . . . , 6-ra:

S1 = x− y,

S2 = a(x− y) = aS1,

S3 = a2(x− y)− b(x− y) =
(

a2 − b
)

S1,

S4 = a
(

a2 − b
)

S1 − baS1 =
(

a3 − 2ab
)

S1,

S5 = a
(

a3 − 2ab
)

S1 − b
(

a2 − b
)

S1 =
(

a4 − 3a2b+ b2
)

S1,

S6 = a
(

a4 − 3a2b+ b2
)

S1 − b
(

a3 − 2ab
)

S1 =
(

a5 − 4a3b+ 3ab2
)

S1,

S7 = a
(

a5 − 4a3b+ 3ab2
)

S1 − b
(

a4 − 3a2b+ b2
)

S1 =
(

a6 − 5a4b+ 6a2b2 − b3
)

S1.

Végül

S21 = x21
− y21 =

(

x7
)3

−

(

y7
)3

=
(

x7
− y7

)

(

(

x7
)2

+ x7y7 +
(

y7
)2
)

= S7

(

S2
7 + 3b7

)

alapján

S21

x− y
=

(

a6 − 5a4b+ 6a2b2 − b3
)3

S2
1 + 3b7

(

a6 − 5a4b+ 6a2b2 − b3
)

=

=
(

a6 − 5a4b+ 6a2b2 − b3
)3 (

a2 − 4b
)

+ 3b7
(

a6 − 5a4b+ 6a2b2 − b3
)

.

Így a keresett polinom

p(z, t) =
(

z6 − 5z4t+ 6z2t2 − t3
)3 (

z2 − 4t
)

+ 3t7
(

z6 − 5z4t+ 6z2t2 − t3
)

=

= z20 − 19z18t+ 153z16t2 − 680z14t3 + 1820z12t4 − 3003z10t5 + 3003z8t6−

− 1716z6t7 + 495z4t8 − 55z2t9 + t10.

Megjegyzés. Általában, a

pn(x+ y, xy) =

n
∑

k=0

x
n−k

y
k

követelményt kielégít® pn = pn(z, t) polinomokra a megoldásban alkalmazott Sn+1 = aSn − bSn−1 rekurzió megfelel®jeként

teljesül®

pn+1(z, t) = zpn(z, t)− tpn−1(z, t)

rekurzió segítségével, az n-re vonatkozó induk
ióval belátható, hogy

pn(z, t) =

[n/2]
∑

i=0

(−1)i
(

n− i

i

)

z
n−2i

t
i
.
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