I. megoldas. Jeloljiik az n-edik lépés utan kapott aramkor A és B pontok kozotti ellenallasat R,,-nel! (A kiindulas
helyzetben, vagyis a szabalyos haromszognél ez az ellenallas a megadott Ry.)

Az n-edik 1épésben kapott héalézat tartalmazza az el6z6 1épésnek megfelel¢ haromszoget harom példéanyban, de
a korabbi meéretiik helyett felére lecsokkentett méretben. Egy-egy ilyen — lecstkkentett hosszméretd — dréthalozat

eredg ellenallasa barmelyik két csticspontja kdzott §Rn_1. (Az Ohm-torvény szerint a kapcsolas minden elemének, igy

azok ereddjének ellenalldsa is a hosszmeérettel aranyos, ha a vezeték keresztmetszete mindenhol ugyanakkora.)
Keressiink kapcsolatot R, és R,_; kozott, majd ennek ismeretében fejezziik ki R,-t Rp-lal. Minden 3-pélusa
(3 kivezetéssel ellatott) ellenallashalozat helyettesithetd harom, alkalmasan valasztott nagysagu ellenéllas csillagkap-
csolasaval”. Mivel esetiinkben a haromszog csicsai teljesen szimmetrikus szerepet jatszanak, a helyettesité kapcsolas
harom ellenallasa egyforma r nagysaga. Az (n — 1)-edik lépés utani kialakult kapcsolas felére kicsinyitett masanal
példaul
r= iRn—la

hiszen ekkor lesz a tényleges és a helyettesit6 csillagkapcsolasban az A és B pontok kozotti ellenallas ugyanakkora (1.
dbra).
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1. dbra

Rakjuk 0Ossze az m-edik lépés utani kapcsolast a megelézé 1épésben szereplé aramkor harom, felére kicsinyitett
példanyabol, pontosabban az azokat helyettesits csillagkapcsolasokbol (2. dbra).

2. dbra

Az abran 4, illetve 2 darab sorosan kapcsolt r ellenallast latunk, amelyek parhuzamos eredGje:

1 N 1\' 4
— 4+ — = -
4r = 2r 3

Ezeknek és a hozzajuk sorosan kapcsoldédoé 2 darab r nagysagu ellenalldsnak az eredGje megadja R, -t:

4 10 5
R,=2 —r=—r=—-R,_1.
r—+ 37‘ 3 r 6 1
Ezek szerint )
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R,y 6R0, Ry 6R1 <6) Ry, R (6) 0

II. megoldas. Jeloljiik a kiindulasi helyzetben szerepld szabalyos haromszog egy-egy oldalanak ellenéllasat ro-lal,
az n-edik lépés utén keletkezs aramkor A és B pontok kozotti eredd ellenallasat pedig R,-nel! (Konnyen kiszamithato,

3
hogy o = §R0’ de ezt a késGbbiekben nem fogjuk felhasznalni.)
Tekintsiik az n-edik 1épés utani helyzetet! Vezessiink be az A pontnal I ersségil dramot, és ugyanennyit vezessiink

el a B pontbol. Ekkor Uap = IR, lesz, tovabba (a szimmetria miatt) Usc = Upc = ian.



Ha felcseréljiik a szerepeket és a C' pontban vezetjiik be az I dramot, de tovabbra is a B pontbdl vezetjiik el azt,

akkor a megfelels fesziiltségek:

1 1
Ui = Uic = 5Upc = 51Bn.

a haromszog A és C' pontjaba bevezetett, egyenként I erGsségld aram a B pontnél tavozik, mikdzben az A és B pontok

kozott Osszesen U g = 5[ R, fesziiltség esik.
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A szuperponélt arameloszlas szimmetrikus a szaggatott vonallal jelolt magassagvonalra, e vonal mentén tehat
kettévaghato (hiszen a vagasi helyeken 1év6 pontok paronként ekvipotencialisak, tehat mindegy, hogy van-e kozottiik
kapcsolat, vagy nincs). Ilymodon a 4. dbrdn lathato elrendezéshez jutunk. A kapcsolas teljes ellenallasa egyrészt

U*
% = an, mésrészt egy sorbakapcsolt ellenallasrendszer eredGje.

A rendszer els6 tagja az R,_1 fele, hiszen az eggyel korabbi 1épés eredményének felére kicsinyitett valtozata,
a masodik tag R,_o negyede és igy tovabb. A kapcsolas jobb szélén egy ro/2" ellenéllasd, egyenes vezetékdarab
talalhato. Igy felirhatjuk, hogy

2 /1 1 1 1 1
Rn = g <§Rn1 + ZRn72 + anfg + ...+ 2_nRO + 2—n7"0) .

1
Az Osszeg elsé tagjat levalasztva a maradékrol felismerhetjiik, hogy az éppen an,l, igy fennall

1 1
R,==-R,_1+ §Rn71, amibdlR,, =

3

5 5\"
ERn,l, vagyis Rn_(é) Ry

kovetkezik.

Megjegyzések. 1. Az eljaras nagyon sokszor torténd ismeétlésének nyilvan fizikai hatart szab a vezeték véges vastagsaga, de
mivel a kezdeti méret — elvben — tetsz6legesen nagynak valaszthato, n barmilyen nagy szam lehet. Erdekes, hogy ha n — oo,
akkor R, — 0, jollehet ebben a hataresetben a felhasznalandé huzal teljes hossza (és igy a huzal szétdaradolas el6tti ellenallasa
is) tetsz6legesen naggya valik, matematikai értelemben végtelenhez tart. A latszolagos ellentmondas feloldasa: az egymas melletti
(,parhuzamos”) aramvezetési lehetségek szama a Sierpinski-haromszégben gyorsabb titemben novekszik, mint a vezeték hossza,
a csicspontok kozotti eredd ellenallas tehat barmilyen kicsivé tehetd, ha n elegendSen nagy.

2. A feladatban szerepls fraktalobjektumot W. F. Sierpinski (1882-1969) lengyel matematikusrol nevezték el, aki t6bbek
kozott a halmazelméletben, a valos fiiggvénytanban, a szamelméletben és a topologidban is maradandot alkotott.



