Agoston Péter megoldasa. Vegyiik tgy, hogy az egyenesek kezdetben feketék, és jelentse egy egyenes pirosra,
szinezése azt, hogy azt az egyenest mar nem szinezhetjiik kékre.

Ekkor teljes indukci6val belathato, hogy minden 4/n-nél nem nagyobb k-ra ki lehet szinezni k darab egyenest
kekre ugy, hogy legfeljebb k? — k darabot szineztiink pirosra, és minden két szomszédos kék oldallal rendelkezd véges
tartomanynak van piros oldala.

Kezddlépés: egy egyenest ki lehet igy szinezni, hiszen ekkor 0 egyenest kell pirosra szinezniink, mivel nyilvanvaléan
nincs olyan véges tartomény, amelynek két szomszédos kék oldala lenne.

Indukcios lépés: ha k — 1 egyenest mar sikeriilt igy kékre szinezni, akkor kiszinezhetiink a feketék koziil egy tet-
sz6legesen valasztott k-adikat is kékre és néhany alkalmasan valasztottat pirosra gy, hogy a szinezés megfeleljen
az indukcios feltételnek. A pirosakat ugyanis elég gy megvalasztani, hogy az jonnan keletkezett szomszédos kék ol-
dalpara véges tartoméanyoknak legyen ilyen oldala (a tobbire mar biztositva van), vagyis azoknak, amelyeknek az egyik
oldala a szomszédos kékek koziil az 0 kék egyenes. Vegyiik fel az 1j kék egyenesnek a korabbi k& — 1 kék egyenessel vett
metszéspontjaihoz egyik, illetve mésik irdnyban legkdzelebb levs egyenes metszéspontjait, és amennyiben ezekben nem
kék egyenes metszi az Gj kék egyenest, szinezziik ezeket az egyeneseket pirosra (vagy hagyjuk meg annak) (1. dbra).
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1. dbra

Ezzel legfeljebb 2 - (k — 1) = 2k — 2 egyenest szineztiink pirosra, és ,szerencsés’ esetben biztositottuk a feltétel
teljesiilését az Osszes olyan véges tartomdanyra, amelynek a két szomszédos kék oldalegyenese kozott szerepel az 1j
egyenes. Eléfordulhat azonban, hogy a legszélss, kék egyenessel vett metszéspont a legszélsé metszéspont is egyben,
ekkor nincs mit kiszinezni azon az oldalon, de nem is kell, hiszen az ezen az oldalon lev6 tartomanyok nyilvanvaléan
végtelenek. Az is el6fordulhat, hogy két pirosra szinezendd egyenes egybeesik (ha csak egy metszéspont van két kék
egyenessel vett metszéspont kozott), de ezzel is csak megsporolunk egy pirosra szinezést (2. dbra).
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2. dbra

Ugyanakkor ha két kék egyenessel vett metszéspont szomszédos, akkor nem tudunk koztiik semmit sem pirosra

szinezni, de igy megspoéroltunk két egyenesszinezést, amit a feltétel teljesitése érdekében még felhasznalhatunk. Ennyi
elég is, ugyanis ha a szomszédos kék egyenesek kozott levs, az Gj kék egyenessel mint oldallal rendelkez6 tartoméanyok
koziil valamelyik véges, annak biztosan van piros vagy fekete oldala, hiszen ha csak kék lenne, lett volna eddig is két
szomszédos kék oldala, igy az indukcios feltétel szerint legalabb egy piros is, ami ellentmondas. Ezt az oldalt tehét

pirosra lehet szinezni (vagy meghagyni annak) (3. dbra). (Az abrakon a vastag vonal kék egyenest jelol, a vékony vonal
feketét, a szaggatott pedig pirosat.)
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3. dbra

Tehat legfeljebb két egyenesszinezéssel ekkor is biztositani lehet a két sokszogre a feltételt, vagyis Osszességében
nem nétt a pirosra szinezett egyenesek szama, azaz tovabbra is legfeljebb 2k — 2 4j piros egyenes keletkezett. Igy
mivel eddig legfeljebb (k —1)> — (k —1) = k> =2k + 1 — k + 1 = k? — 3k + 2 egyenes volt piros, ezutan legfeljebb
k* — 3k + 2 + 2k — 2 = k? — k egyenes piros, és az indukcios feltételnek eleget tettiink.

Tehat amig k nem haladja meg v/n-et, tudunk olyan szinezést, amely 6sszesen legfeljebb k% egyenest szinez ki kékre
vagy pirosra, és minden olyan véges tartomany, amelynek van két szomszédos kék oldala, rendelkezik piros oldallal is.
Tehét ha kiszineztiink [/n | egyenest kékre igy, és [v/n] # /n, akkor még van fekete egyenes, amelyet igy nyugodtan
kékre szinezhetiink, hiszen a két szomszédos kék oldallal rendelkezs véges tartomanyokbol mar nem csindlhat teljesen
kék keriileti véges tartomanyt, és nyilvanvaloéan a tobbibsl sem. Igy viszont kiszineztiink legalabb v/n egyenest kékre
(ha [\/ﬁ} = /n, akkor is), és nincs csupa kék véges tartomany, vagyis az allitdst belattuk minden n-re.



