I. megoldas. Tegyiik fel, hogy a polinom szorzatta alakithato,
z(x+4) +a(y® — 1) +2by = (Az + By + C)(Dz + Ey + F),

ahol A, B, C, D, E és F valos szamok. Mivel két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha megfelels egyiitthatoik
megegyeznek, és az eredeti polinomban 2 egyiitthatoja 1, azért AD = 1. Az elsG linearis tényezét A-val, a masodikat
pedig D-vel osztva szintén az eredeti polinom két elséfoki polinom szorzatéara valé felbontasat kapjuk, ezért elegends az

:E(x+4)+a(y2—1)+2by=(x+uy+v)(x+py+q)

alaki szorzatra bonthatosag feltételét megadnunk.
A megfelel egytitthatokat osszehasonlitva a kovetkezd egyenleteket kapjuk:
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konstans: — a = vgq.

Ha a = 0, akkor (1) és (2) miatt u=p =0, s igy (4)-bol addodik, hogy csak b = 0 esetén lehetséges a szorzattd bontas
(ebben az esetben viszont az eredeti polinom nem kétvaltozos). Ha a # 0, akkor (1) miatt u # 0. A (2) egyenletb6l
p = —u, amit (1)-be, illetve (4)-be irva kapjuk, hogy a = —u? és 2b = u(q — v). Ez utébbibél ¢ — v = 2b/u kovetkezik,
s igy (3)-at figyelembe véve ¢ = 2 + b/u és v = 2 — b/u. Végil ezeket (5)-be beirva
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azaz a® = —4a — b, vagyis (a+ 2)2 +b>=4.Eza (—2,0) kozéppontu, 2 sugart k kor egyenlete. Tehat ha a polinom
szorzatta bonthato, akkor az (a;b) pont rajta van k-n.

Megforditva, ha k egy tetsz6leges (c;d) pontjat vessziik, akkor ¢ < 0 teljesiil. Ha ¢ = 0, akkor d = 0 is teljesiil.
A (0;0) parhoz a nyilvanvaloan szorzatta bomlo z(x + 4) polinom tartozik. Ha ¢ # 0, akkor legyen

u=+—-c, p=—v—c, U:2_\/L—_c és q:2—|—\/i__c.

Egyszert szamolassal adédik, hogy
(x +uy +v)(z +py + q) = 2° + 42 + cy® + 2dy — ¢,

vagyis az eredeti polinom két elséfoki polinom szorzatara bomlik.
Tehat a keresett mértani hely a (—2;0) koézéppontu, 2 sugarta kor.

II. megoldas. Koordinatageometriai modszerekkel kicsit kevesebb szamolassal is belathat6é az I. megoldasban
megadott feltétel sziikségessége. A kovetkez$ gondolatmenettel viszont a feltétel elégségességét nem tudjuk belatni.
Alkalmazzuk az © = w — 2, y = z + 1 linearis helyettesitést. Ekkor

P(z,y) =z(z +4) +a(y® — 1) + 2by = w* + az® + 2(a + b)z + 2b — 4 = Q(w, 2).

Mivel linearis helyettesitésnél elséfoka polinombol elsgfoku polinomot kapunk, P(z,y) pontosan akkor bomlik két
elssfokt polinom szorzatéra, amikor Q(w, z) felbomlik.
Tekintsiik a Q(w, z) = 0 egyenletnek eleget tevs pontokat a sikon. Ha

Q(w,z) = (Aw+ Bz+ C)(Dw+ Ez+ F),



akkor ezek a pontok az
Aw+Bz4+C=0 és Dw+Ez+F=0

egyenletii (esetleg egybeess) egyeneseket alkotjak. Mivel Q(w, z)-ben w? egyiitthatoja 1, ezért a felbontasban szerepls
egylitthatokra AD = 1 teljesiil, tehat az egyenesek egyike sem parhuzamos a w koordinatatengellyel.

Ha a =0 és b # 0, akkor

z= —iw2 -1+ 2
2b b’
ami egy parabola egyenlete, tehat ebben az esetben nem bonthaté fel a polinom linearis tényezékre. Ha viszont
a =b =0, akkor Q(w,z) = w?, ami nyilvan felbonthaté példaul w - w alakban. Ekkor a tényezoknek megfelels két
egyenes egybeesik.

Ha a # 0, akkor Q(w,z)-ben szerepel z%-es tag, ezért mindkét linearis tényezének kell tartalmaznia cz tipusi
tagot ahol ¢ # 0 egy valds szam. Ez azt jelenti, hogy a tényezSknek megfelels egyenesek egyike sem parhuzamos az
z koordinatatengellyel, azaz minden d valos szam esetén a z = d egyenleti egyenes metszi a Q(w, z) = 0 egyenletd
ponthalmazt. A Q(w, z) = 0 egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

w? = —az® — 2(a +b)z — 2b + 4.

Mivel w? > 0, ezért a bal oldalon 1év6 (a # 0 miatt) masodfokt polinom egyetlen z = d helyettesitésre sem vehet
fel negativ értéket, mert az azt jelentené, hogy a z = d egyenletii egyenes nem metszené a Q(w,z) = 0 egyenletii
ponthalmazt. Masrészt viszont a w = 0 egyenletd egyenes nem parhuzamos a ponthalmazt alkot6 egyenesekkel, ezért
metszi a ponthalmazt, vagyis a

(6) —az*> —2(a+b)z—2b+4=0

egyenletnek van gyoke. E két feltétel pontosan akkor teljesiil egyszerre, ha a (6) egyenlet diszkriminansa 0. Tehat a # 0
esetén ha Q(w, z) linearis tényezskre bomlik, akkor

(—2(a+b))* —4(—a)(—=2b+4) =0, azaz (a+2)°+b>=4.

Megjegyzés. A masodik megoldasbol is megkaphato a feltétel elégségessége, ehhez azonban a masodfokd egyenletekkel adott
ponthalmazok az Gn. mdsodrendd gorbék alaposabb ismerete sziikséges. Irjuk a P(z,y) polinomot matrix alakba a kovetkezs-
képpen:

(z+4)+ a(y2 — 1) + 2by = (z,y, 1) M(x, y, 1)T,

ahol
1 0 2
M=|0 a b
2 b -—-a

Ismert tétel, hogy a polinom akkor és csak akkor alakithato szorzatté a komplex szamok korében, ha det M = 0. A tényezSkben
szerepld egylitthatok akkor valosak, ha az is teljesiil, hogy az M matrix bal fels6 2 x 2-es részmatrixanak determinansa nempozitiv.



