Megoldas. A hatvanyok atirdsaval
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Ebben a forméban mar lathato, hogy érdemes az a = 227! és b = 7! 4j ismeretlenek bevezetésével kezelhetGbb
szerkezetiivé tenni egyenletiinket. Az exponencialis kifejezések pozitivak, tehat a,b > 0.

a® —b® —1—3ab = 0.
A kovetkez6 1épéshez felhasznaljuk az ismert
ud + 03+ w? — Buvw = (u+v+w)(u2+v2+w2 —uv—vw—wu)

algebrai azonossagot. (Az azonossag a jobb oldalon kijelolt szorzas elvégzésével és Gsszevonassal néhany lépésben
igazolhato.)
Legyen az azonossidgban u = a,v = —b és w = —1. Az eddigiek alapjan az egyenlet bal oldala szorzatta alakithato:

(a—b—1)(a®>+b>+1+ab+a—b)=0.
Szorzat csak abban az esetben lehet nulla, ha egyik tényezGje nulla, igy elegends az
a—b—1=0 é a’*+b>+14+ab+a—-b=0

egyenleteket megoldani. Tekintsiik el6bb a méasodik egyenletet. Ezt — a szokasos moédon — kettGvel szorozva, harom
teljes négyzet Gsszegévé alakithatjuk:

2a% + 2b% + 2+ 2ab + 2a — 2b = 0,

(a+b)°+(a+1)>+0b-1)>%=0.
Négyzetosszeg csak abban az esetben lehet nulla, ha mindegyik tag nulla. Ebben az esetben ez nem teljestilhet, mivel
a 6s b is pozitivak, vagyis (a + b)? és (b+ 1)? is biztosan pozitiv.

Az egyenlet Osszes megoldasait tehat kizarolag az
a—b—1=0
esetbdl kaphatjuk. A valtozok eredeti jelentése szerint pedig:
92e—1 _ma—1 _ | _ (.

Alakitsuk gy az els6 tagot, hogy a kitevs ott is (x — 1) legyen:

24771 _7r=1_1 =0,

Az egyenletet rendezve és osztva a pozitiv 4°-nel:
) 1 z—1 B e x—1
4 - \4 '

7 r—1 1 r—1
Vizsgéaljuk meg a két oldalon talalhato fiiggvényeket konvexitas szerint. Mind a <Z) , mind pedig az (Z)

kifejezésekkel meghatarozott fliggvények szigorian konvexek az egész értelmezési tartoményukon, a valos szamok hal-

1 r—1
mazéan. A (—1)-gyel torténs szorzas szemléletesen az x-tengelyre vonatkozo tiikrozést jelent, igy az f(x) = — <Z) ,
1 r—1
illetve a 2-vel folfelé eltolt g(z) = 2 — (Z fliggvény mér szigortan konkav. Ismert, hogy egy konvex és egy konkav

fiiggvénynek legfeljebb két metszéspontja lehet. Ezek a metszéspontok az x = 1 és x = 2 helyettesitésekkel azonnal
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adoédnak is. (2 —1 =1, illetve 2 — 1= Z)

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért = 1, = = 2 valéban megoldésai az eredeti egyenletnek.



