I. megoldas. Legyen Sy az fNey, fNes,..., fNe, pontok sulypontja. Ekkor Sy nyilvan rajta van az f egyenesen.
Vegyiink fel egy Descartes-féle derékszogi koordinatarendszert agy, hogy az origdja Sy legyen, az y tengely egyenese
pedig essen egybe f-fel. Ebben a koordinatarendszerben f egyenlete X = 0, az e; egyenes egyenlete pedig minden
i=1,2,...,n esetén felirhaté Y = m; X + b; alakban, mert ezen egyenesek egyike sem parhuzamos f-fel.

Ha az f-fel parhuzamos f, egyenes egyenlete X = «, akkor az f, Ne; pont koordinatai (o, m;a + b;). Tehét
a stlypont koordinatainak kiszamitasara vonatkozo szabaly alapjan a = 0 esetén kapjuk, hogy

So = (0,0) = (O, M) )
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Az Sy és S, (o # 0) pontok Osszekdts egyenesének egyenletét az ismert képlet szerint felirva, majd azt rendezve
kapjuk, hogy

(= 0)(Y — 0) = <M—O) (X —0),
aY = 72?:;%04)(7
1) v = Zimi M

Ebben az egyenletben nem szerepel «, vagyis az S, pont az « értékétdl fliggetleniil rajta van az (1) egyenletd
egyenesen, tehat az S, pontok kollinearisak.

II. megoldas. A feladat allitasat az egyenesek szama szerinti teljes indukcioval latjuk be. Ha n = 1, akkor S,
megegyezik f, és e; metszéspontjaval, azaz valamennyi silypont az e; egyenesen van.

Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz az allitas. Legyen n = k + 1. Jelolje S!i az fo Ner, faNea, ..., fo Neg pontok
sulypontjat. Az indukcids feltevés szerint az SZ pontok egy egyenesre esnek. Jellje ezt az egyenest s. Egy adott f,
esetén S* éppen f, N's, mert a stlypont nyilvan illeszkedik fo-ra is. (Az nem lehet, hogy s és f. egybeessenck, mert
akkor més, f,-val parhuzamos egyenesnek nem lenne k6z6s pontja s-sel.)

Tekintsiik most az fo, Ne, foa Nea, ..., fo Negy1 pontok S§+1 stlypontjat. Ez a stlypontszerkesztési tétel (ezt
részletesebben lasd a megoldas utani megjegyzésben) szerint megegyezik az S’Z és fNegps1 pontok altal meghatarozott
szakaszt 1 : k aranyban oszté ponttal (a szakasz esetleg elfajulhat egyetlen ponttd). Azt kell tehat megmutatnunk,
hogy ezek az osztépontok egy egyenesre esnek. Két esetet kiilonboztetiink meg.

Ha s nem parhuzamos eg1-gyel, akkor a metszéspontjukat jelolje M. Egy tetsz6leges, f-fel parhuzamos, M-en
at nem mend egyenes messe s-et A-ban, epyi-et pedig B-ben. Az AB szakasz 1 : k ardnyd osztopontjat jelolje F
(1. dbra). Megmutatjuk, hogy minden Sg“ pont illeszkedik az M F egyenesre. Ha f, atmegy M-en, akkor s-et és
ex+1-€t is M-ben metszi, igy a metszéspontok ,osztépontja” is M lesz. Ha f, nem megy a4t M-en, akkor az s-sel
valé metszéspontja Sﬁ. Ha f, Nexy1 = Bi, akkor az SZBl szakasz 1 : k ardnyu osztopontja Sﬁ*l. Tekintsiik azt
az M kozéppontu ¢ hasonlosagot, ami A-t Si—ba viszi. Ekkor ¢ a B pontot Bi-be viszi, mert B képe illeszkedik
az ex4+1 egyenesre és a B képét S’z—val Osszekots szakasz parhuzamos AB-vel, F' képe pedig S§+1, mert a hasonlésag
aradnytart6. Tehat ebben az esetben az S§+1 pontok illeszkednek az M F' egyenesre.
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1. dbra

Ha s parhuzamos eg1-gyel, akkor a feltételekbdl kovetkezik, hogy f nem parhuzamos veliikk. Legyen f-nek s-
sel, illetve ept1-gyel valé metszéspontja A, illetve B, az AB szakasz 1 : k ardnya osztopontja pedig F' (2. dbra).
Megmutatjuk, hogy ekkor minden S§+1 pont illeszkedik az F-en atmend, s-sel parhuzamos t egyenesre. Tekintsiik



most azt az eltolast, ami az f egyenest f,-ba viszi és v meghatarozé vektora parhuzamos az s egyenessel. Ennél
az eltolasnal az A képe fo N's = SX, a B képe fo Nepy1, és ezért F képe az AB szakasz 1 : k aranya osztopontja,
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azaz SET1. Vagyis az F.S**! vektor parhuzamos s-sel, tehat ebben az esetben az S*** pontok illeszkednek a ¢ egyenesre.
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Ezzel belattuk, hogy az allitdas n = k + 1-re is igaz, s igy minden n pozitiv egész szamra teljesiil.

Megjegyzés. A sulypontszerkesztési tételnek tobb valtozata van. Feladatunk megoldasa soran mi a kovetkezs, egyszert for-
majat hasznaltuk:

Ha a térben egy n pontbdl dlld P halmazt tetszdleges modon felosztunk eqgy 1 < k < n—1 pontbdl dllé P1 és eqy n — k pontbsl
@llé P2 halmazra, akkor P sulypontja megegyezik a P1 és P2 sulypontjait dsszekotd szakaszt (n — k) : k ardnyban osztd ponttal.

Bizonyitas. Jeloljiik egy tetszoleges kezdGpontbol a P pontjaiba mutaté vektorokat pi-vel, a stlypontokba mutatéd vektorok
pedig legyenek rendre s, s; és s2. Ekkor a stilypont helyvektorara vonatkozo képlet szerint
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ami a szakaszt adott ardnyban oszté pont helyvektorara vonatkozé ismert képlet alapjan bizonyitja tételiinket.



