I. megoldésﬂ A négyzetgyok alatt nemnegativ szam all: x > 1. Mivel a jobb oldal ekkor pozitiv, a bal oldal is az:
2?2 =42+ 3 = (z — 1)(z — 3) > 0. Mivel 2 < 1 nem teljesiilhet, azt kapjuk, hogy = > 3. Az egyenletet atrendezve:

(1) (z—224+1=\1+Vo—1+2.

Az f: (3;400) — (2;4), f(z) = (z—2)° + 1 fiiggvény szigortian monoton novekvd, bijektiv az értelmezési
tartomanyan, ezért invertalhato. Inverz fiiggvénye az f~': (2;4+00) — (3;400), f~ (z) = Vo — 1 + 2. Vegyiik itt
mindkeét oldal értékét f~!(x) = Vo — 1 + 2-nél:

U N) =1+ Vo —1+2

A jobb oldal épp (1) jobb oldala. Ezek alapjan az egyenlet:
FH @) = flo),

ami pontosan akkor igaz, ha f~'(z) = f(f(z)), vagyis ha = = f(f(f(z))).

Mivel az f fiiggvény szigortian monoton ndvekvs, ezért f(z) > z esetén f(f(x)) > f(x) >z, amibdl f(f(f(z))) >
f(f(x)) > f(x) > & kivetkezik. Hasonloan, ha f(z) < , akkor f(f(f(z))) < f(f(2)) < f(z) < =.

Tehat z = f(f(f(z))) csak akkor teljesiilhet, ha z = f(z), és ekkor valoban igaz is.

Igy ,
(x—2)°+1=w, amibsl 2*—5x+5=0.
5++5 5 5
A megolddképlet alapjan x1 2 = 2\/—. Csak a nagyobb gyok teljesiti az = > 3 kikotést, vagyis z = +2\/—.
NG

Behelyettesitve az eredeti egyenletbe, mindkét oldalon

adodik, tehat a megoldas jo.

I1. megoldas. Mivel z = 1 nem megoldas, ezért legyen a = v/x — 1 > 0. Ekkor 2* — 4z +3 = (z — 1)(z — 3) =
a*(a® —2) és \/1+ Vo —1=+1+a. Ebbél a®(a® — 2) = V1 + a, amit négyzetre emelve a*(a* — 4a® +4) = 1 + a.
Ezt rendezve a® — 4a% + 4a* —a — 1 =0.

Probéljuk meg a bal oldalt szorzatta alakitani:

a® —4a8 +4a* —a—1=0a®—a" —a® +a" —a® — a® — 2a° + 2a° + 24" -
—d+a'+adP+a'—add —ad*+add—a—-1=
= (a2—a—1)(a6+a5—2a4—a3+a2+1).
Ez pontosan akkor 0, ha az egyik tényezGje az.
A maésodik tényez6t vizsgélva:
a®+a®—20" —aP+a®>+1=0a°-2a>+140a° —2a* +a +a® =
= (a® - 1)2 +a*(a—1)%+d® >0,

mivel az elsé két tag nemnegativ, a harmadik pedig pozitiv.

1++5

Ha az els6 tényezs 0: a* —a — 1 = 0, amib6l a1 2 =

1 5
+2\/_. Mivel z = a® + 1, igy ebbél

. Mivel a > 0, csak a pozitiv megoldas jon szoéba:

6+2v5 10+2V5 545

-1
v=lt 1 2

Ami behelyettesitve valéban jo megoldast ad.

Megjegyzés. Aki egy 8-ad-foku polinomot indoklas nélkiil szorzatta alakitott, legfeljebb 3 pontot kaphatott.

ITI. megoldas. Az el6z6 megoldasokbol x > 3 és az egyenlet (r — 1)(z —3) =1/1+ Vo — 1.
Legyen a = x — 1 > 2, ekkor
(a—1)>=1=1/1+a,

vagyis (a —1)> =1+ /1 + Va.

!Brdemes tanulmanyozni Abrahdm Gdbor: Az f~1(x) = f(x) tipust egyenletekr6l, avagy az irastudok felelGsége és egyéb érdekességek
c. cikkét (KoMaL, 2010. december, és www.komal.hu/cikkek/abraham/abraham.h.shtml).




Az y = (x — 1)? fiiggvény grafikonja = > 2 esetén a megfelels parabolénak egy szigortian monoton nivekedd része,
amely végig konvex. Az y = 1 + /z fiiggvény gyokfiiggvény, aminek menete még egy gydkvondssal lényegében nem
valtozik (nem keletkezik benne inflexios pont, végig konkav). Igy a két grafikon egy pontban metszi egymaést.
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Mivel a > 0, gyokot vonhatunk mindkét oldalbol: @ — 1 =4/ 1+ 1/1 + v/a, amibdl

(2) a=1+1\/1+4/1+a.

Ha a helyére a jobb oldalon behelyettesitenénk a értékét, vagyis a jobb oldalt, majd ezt az eljarast végtelen sokszor

megismételnénk, tgy egy végtelen sorozatot kapnank: 1+4/1+ /14 /7.~ . Azt sejtjiik, hogy az egyenletben szerepld

a értéke ez a sorozat, vagyis a barhova behelyettesithet a sorozaton beliil, tehat:

a=1+4/1+,/1+ /- =1++a, ebbél a—1=/a

Innen z — 2 = v/x — 1, négyzetre emelve 2° — 4z + 4 = x — 1, rendezve
2® —5x+5=0.

Ennek az egyetlen, a kikotésnek megfelel gyoke x = 2,5 4+ 1/1,25. Mivel tobb gyok nincs, ez az egyetlen megoldas.
Megjegyzés. Mivel a > 0, a (2) egyenlet mindkét oldalabol gyokot vonva azt kapjuk, hogy

\/a:\/1+\/1+\/1+\/a7

amib6l f(y) = \/1+ y jeloléssel az L. megoldasbeli y = f(f(f(y))) alakot kapjuk.




