Megoldas. Kupon azt a ponthalmazt értjiik, amelynek alkotoi teljes egyenesek, azaz a kip a csicsatol kiindulva
mindkét iranyban végtelen. Ha ilyen kdpokra belatjuk feladatunk allitasat, akkor az a ,szokdsos” véges kupokra is
teljesiil, hiszen minden véges kip kiterjeszthet6 végtelen kippa.

El6szor meghatarozzuk a térbeli derékszogl koordinatarendszerben egy olyan egyenes korkapnak az egyenletét,
amelynek tengelye a z tengely, cstcsa az origd, alkotoéi pedig a z-tengellyel o szoget zarnak be. Ekkor a kupnak
a Z =t sikkal vett metszete egy olyan korvonal, amelynek sugara r = |t| - tga (1. dbra). Ebben a sikban a kirvonal
egyenlete X2 +Y? =12 = t? . tg? a, a kup ezen korvonalak uni6ja, egyenlete tehat X2 +Y? = tg® aZ?. A koordinata-
rendszer elmozgatasara vonatkozo transzformacios képletek alapjan ebbdl az is kovetkezik, hogy ha egy olyan kupnak
az egyenletét irjuk fel, amelynek tengelye a z tengely, csticsa pedig az (u;v; w) pont, akkor a kiup egyenlete

(X —u)’ + (Y —0)* =tg?a(Z —w)®

alaku lesz.

1. dbra

Visszatérve feladatunkra vegyiink fel egy derékszogt koordinatarendszert tgy, hogy a z tengely legyen parhuzamos
a kipok tengelyeivel és az els6 kup cstcsa legyen az origd. Ha a méasodik kip cstucsanak koordinatai (a; b; ¢), a kapok
alkotoinak a tengellyel bezart szogei pedig « és 3, akkor a kupok egyenletei

(1) X24Y2-A22=0 6 (X—a)’+ (Y —=b?=B(Z-¢’=0,

ahol A = tg?a és B = tg? 3, s mivel a kapok nyilasszoge kiilonb6zs, ezekrdl tudjuk, hogy 0 # A # B # 0.

A két kup kozos pontjainak koordinatai mindkét egyenletet kielégitik, s6t kielégitik azok tetsz6leges linearis kom-
binacidjat is (vagyis azokat az egyenleteket is, amelyeket tigy kapunk, hogy a két egyenletet tetszGleges szamokkal
megszorozzuk, majd az igy kapott egyenleteket osszeadjuk).

Szorozzuk be az els6 egyenletet egy A, a masodikat pedig egy u szdmmal gy, hogy utana Gsszeadva az egyenleteket
X2, Y? és Z? egyiitthatoja egyarant 1 legyen. Ehhez a A + = —AX — Bu = 1 feltételeket kell kielégiteni, ami a

B+1 A+1

A=p—a ® H="p 1

vélasztassal elérhetd.
A két korkup metszéspontjainak koordinatai tehat kielégitik az igy kapott

(X? —2paX + pa®) + (Y2 — 2ubY + pb®) + (Z2* + 2uBcZ — pBc?) = 0
egyenletet. Ezt az egyenletet atalakitva kapjuk, hogy
(2) (X — pa)® + (Y — ub)® + (Z + pBe)® =
= (42— p)a® + (42 — p)b? + (2 B2 + uB)c>.

Egyszertd szamolassal kapjuk, hogy

A+ +A+HB-4) (A+1)B+D
e (B— A)? T B-a®
_ (te?a+1)(tg?2 B+ 1) 50
(B - A)?

és

(A+1)°B2— (A+1)B(B—A)  AB(A+1)(B+1)

(B—A4)° (B—A)*
tehat a (2) egyenlet jobb oldalan (a;b; c) = (0;0;0) esetén 0, ha pedig (a; b; ¢) # (0;0;0), akkor pozitiv szam &ll. Ezért
ez az egyenlet egy (esetleg elfajuld) gomb egyenlete.

p?B? + uB = >0,



2. abra

Tehat két parhuzamos tengelyd, kiilonb6z6 nyilédsszogi egyenes korkup kozos pontjai mindig illeszkednek egy gémb-
feliiletre. Ha a két kup csticspontja egybeesik, akkor egyetlen koz6s pontjuk van (de persze barmely egypontu halmaz
is tekinthet6 egy alkalmas goémb részhalmazéanak).

Megjegyzés. Ha a két kip nyilasszoge megegyezik, de a kipok nem esnek egybe, akkor kdzds pontjaik egy sikon helyezkednek
el. Ebben az esetben ugyanis az (1) egyenletekben mindharom négyzetes tag egyiitthatoja megegyezik. Ha a két egyenletet
kivonjuk egymasbol, akkor (a;b;c) # (0;0;0) miatt egy olyan linearis egyenletet kapunk, melyben az X, Y és Z valtozok koziil
legalabb az egyik szerepel. Viszont a linearis egyenletek sikot hataroznak meg, tehat a kézos pontok ebben az esetben egy sikon
vannak.



