I. megoldas. Jeldljiik a nagyobb tomegt test tomegét M-mel, a kisebbét m-mel, a kezdeti tavolsdgukat pedig
R-rel!

Foglalkozzunk elGszor azzal az esettel, amikor az M tomegi test nem tud elmozdulni. Az energidk vizsgalatabol
kiindulva meghatarozhatjuk a masik test v, sebességét a testek kozotti r tavolsag fiiggvényében:

ahonnan

Ugyanezt a szamitast a mésik testre is elvégezhetjiik. Ha az m tomegd test rogzitett, akkor a téle éppen r tavol-
sagban lévs masik (M tomegi) test sebessége

ot (r) = 1| 2ym (% - %)

lesz.

Osszuk fel az R tavolsagot sok kicsiny, egyenként Ar hosszusagu szakaszra. Az egyes szakaszok legyenek olyan kicsi-
nyek, hogy a mozg6 testek sebességét a szakasz mentén jo kozelitéssel allandonak tekinthessiik. Azokat a szakaszokat,
amelyek ugyanolyan messze vannak a méasik (rogzitett) testtsl, a mozgo testek
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idétartamok alatt futjak be. A fenti két egyenletet elosztva egymassal a
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aranyossaghoz jutunk, majd ebbdl Gsszegzéssel (a mozgasok teljes idejének ismert értékeit felhasznéalva) megkapjuk

a testek tomegének aranyéat:
6perc:ZAtm: ”%ZAI&M = 1/% - 8 perc,
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Ha mindkét test szabadon elmozdulhat, vagyis nem hat rajuk kiilsé erd, a rendszer kezdetben &ll6 témegkdzép-
pontja mindvégig nyugalomban marad. Amikor a két test Osszeiitkozik, az {itkdzés nyilvian a tomegkozéppont helyénél
kovetkezhet be. Kezdetben az m tomegi test a tomegkdzépponttol
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vagyis
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tavolsagra van, és a kés6bbiekben is fennmarad ez az arany: amikor a testek tavolsaga valamekkora r értékre csokken,

a tomegkozéppont és az m tomegi test tavolsiga x = 2—57“ lesz. Az m tOmegi testre hat6 erd ilyenkor
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alakban is felirhatunk, ahol
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Lathato, hogy az m tomegl test (az M tOmegl test vonzasanak hatésara) éppen Ggy mozog, mintha a rogzitettnek
tekinthets tomegkozéppontban egy m* tomegii fiktiv test helyezkedne el, ennek gravitacids vonzoereje hatna az m to-
megi testre, és a méasik (az M tOomegi) test egyaltalan nem is lenne jelen.



Mennyi id6 alatt titkozik az m tomegi test az m™ tomegl (rogzitett) vonzocentrumnak? Erre a kérdésre ismét
az energiatétel felhasznalasaval kaphatunk vélaszt. A test sebessége x tavolsagban a vonzdcentrumtol:
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(Kihasznaltuk, hogy az induldsndl a test z = R, = %R tavol volt a tomegkozépponttol.)

Osszuk fel a test palyajat a kezdSponttol a tomegkdzéppontig kicsiny Ax hosszisagi szakaszokra. Egy-egy ilyen
szakaszon

id6 alatt halad végig a test, a mozgas teljes ideje pedig ezen kis id6tartamok Osszege lesz. Hasonlitsuk Ossze ezeket
az idGtartamokat az elsG esetben (rogzitett m tomegi testnél) kiszamitott idGtartamokkall Ha az x tavolsagokat

az ottani r értékek % aradnyu kicsinyitésének valasztjuk, a szakaszok hosszanak aranya
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a sebességek aranya pedig
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At(z) Az wvp(r) 16 5 4
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Ez az arany a kicsiny id6tartamok Osszegére is érvényes, tehat ha mindkét testet elengedjiik, azok
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miulva fognak talalkozni.

II. megoldas. Jeloljiik a keresett id6t T5-mal! Megmutatjuk, hogy nemcsak a feladatban szerepld gravitacios ers
hatasara mozgo testeknél, hanem tetszdleges erGtérvény esetén fennall:
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vagyis a megadott T} és Th idGtartamok mellett
T5 =
Ha az r téavolsagra lévs testek kozott hato erd F(r), akkor egy m tOmegi test mozgasegyenlete (az origoban
rogzitett masik test erGterében):
(1) ma = F(r).

Ezen egyenlet megoldasat az teszi egyértelmivé, hogy tudjuk: ¢ = 0 pillanatban a test » = R tavol van az origdtol
(R ismert érték), és a test sebessége nulla. Az iitkozésig eltels id6t az r(T1) = 0 feltétel hatarozza meg.
Hasonléan a masik test rogzitése esetén az M tomegi test mozgasegyenlete:

(2) Ma = F(r).

Ha mindkét test elmozdulhat, akkor tomegkozéppontban fognak 6sszeiitkdzni, igy érdemes az egyik test tomegko-
zépponttdl mért tavolsdganak idébeli valtozasat vizsgalni. Ha mondjuk az m tomegi testet tekintjiik, akkor annak
a tomegkozépponttol mért tavolsaga




ahol r a két test pillanatnyi tavolsagat jeloli. A test mozgasegyenlete:
ma, = F(r).

Ebben az egyenletben a,, az x tavolsagnak megfelels gyorsulas, vagyis x(t) valtozasi iitemének (a sebességének) valtozasi
iiteme. Mivel az er6torvényben az r tavolsig szerepel, célszerd a gyorsulast is erre a mennyiségre vonatkoztatni.
Kihasznalva = és r ardnyossagét, a gyorsulasok kapcsolata:
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és a mozgasegyenlet
M
ma, = m]—\z F(r),

amit az a, = a jeloléssel igy is irhatunk:
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A fenti képletben szerepld mn kifejezést a két testbdl allo rendszer redukdlt témegének nevezik. Ez a kifejezés
m

a tomegeket szimmetrikusan tartalmazza, emiatt az M tomegid test mozgasegyenlete — az r tavolsidgnak megfelels
gyorsulassal kifejezve — ugyancsak a (3) egyenlet.

Az (1)-(3) egyenletek csak a benniik szerepls tomegekben kiilonboznek egymastol. Ez a kiilonbség azonban egy
tritkk segitségével ,eltiintethetd”. Ha ugyanis a testek mozgasarol k-szoros lassitasa videofelvételt készitiink, majd azt
normal sebességgel jatsszuk le, vagyis a valodi ¢ id6 helyett a ' = ¢/k mennyiség fiiggvényében irjuk le a mozgést,
akkor a vesszGs ,id6hoz” tartozo sebességek és gyorsuldsok masok lesznek, mint az igazi sebességek és gyorsulasok:
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Ennek megfelelGen pl. az (1) egyenlet ilyen alakot olt:

%a’ = F(r),

ami k = /m vélasztassal kiilonosen egyszerti lesz:
(1) a =F(r), ha k=+m.

Hasonlo moédon az M t6megi test mozgasegyenlete (rogzitett m mellett):

(2" a'=F(r), ha k=+vM,
és végiil mindkét test szabad mozgasa esetén:

mM
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(3" a=F(r), ha k=

Az (1), (2') és (3) egyenletek azonos alakja (és az azonos kezddfeltételek, nevezetesen r(0) = R és v'(0) = 0) miatt
az Osszelitktzések az egyenletekben szerepld vesszés idében mérve ugyanakkor, egy bizonyos t' = Ty ,pillanatban”
kovetkeznek be. Visszatérve a valodi id6valtozora ez annyit jelent, hogy a hirom esethez tartozé idétartamok:
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T1 = \/ETQ, T2 = VMTQ és T3 = To.

Innen (Ty kikiiszobolésével) a bizonyitando
1 1 1

77T
Osszefiiggéshez jutunk.

A fenti, tetszéleges er6torvénynél érvényes relaciot specidlis esetekben, pl. a tavolsaggal ardnyos rugalmas erénél,
vagy a tavolsagtol fiiggetlen Fy erdnél kozvetleniil is igazolhatjuk, hiszen ezeknél a mozgés a jol ismert harmonikus
rezg6mozgas, illetve az egyenletesen gyorsulo mozgas. Maskor (pl. a Newton-féle gravitacios vonzasnal) az idStartamok
kiszamitasa nem ilyen egyszert, de a Kepler-torvények alkalmazasaval, vagy az I. megoldasban bemutatott modszerrel
(az energiamegmaradas torvényének felhasznalasaval) megoldhato.



