I. megoldas. Megmutatjuk, hogy pontosan egy ilyen kor létezik.

Legyen a G gombfeliileten A a k-ra illeszkeds, B pedig a mésik adott pont, jeldlje S a k-t tartalmazo sikot, e pedig
a k kor A-beli érintGegyenesét az S sikban. Mivel G NS = k, az e egyenes A-t6l kiilonbozs pontjai a gbmbon kiviil
vannak, tehat e a gombot is érinti (1. dbra). Ezért ha valamely T sik tartalmazza e-t, tovabbéa G-t az ¢ korvonalban
metszi, akkor ¢-nek az A-beli érintGje is e, vagyis £ az A-ban érinti k-t.

1. dbra

Ha tehat a B pont és az e egyenes dltal meghatérozott sikot valasztjuk 7-nek, akkor ez a sik a gombfeliilet két
kiillonb6z6 pontjat is tartalmazza, ezért G NT korvonal lesz, s az el6zek alapjan ez a kor A-ban érinti k-t.

Ha viszont valamely m korvonal olyan, hogy az m-et G-b6l kimetsz6 U sik atmegy A-n is és B-n is, de nem
tartalmazza e-t, akkor az SNU = f egyenes benne van az S sikban és atmegy a k kor A pontjan, de kiilonbozik a k kor
A-beli érintGjétol. Ezeért f egy A-t0l kiilonbozé C' pontban is metszi k-t (2. dbra). Ez a C pont rajta van a GNU =m
korvonalon is, azaz m-nek és k-nak legaldbb (konnyen meggondolhato, hogy pontosan) két kozos pontja van, tehat
nem érintik egymast.

2. dbra

Ezzel allitasunkat belattuk.

II. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldas jeloléseit, legyen tovabba £ a gomb A-val atellenes pontjaban a gémb
érintGsikja. Feladatunkat a sztereografikus projekcionak nevezett transzformacié segitségével oldjuk meg.

Rendeljiik hozz4 a gombfelszin tetsz6leges, A-t6l kiilonb6z6 P pontjahoz a P’ = £ N AP pontot (8. dbra). Megmu-
tatjuk, hogy ez a megfeleltetés bijekcio a G\ {A} és £ ponthalmazok kozt. Ha P € (G \ {A}) tetszsleges pont, akkor
az AP egyenes nem parhuzamos £-vel, ezért egyértelmiien létezik a P’ € £ pont, ha pedig Q' € & tetszdleges pont,
akkor az AQ’ egyenes nincs benne a gémb A-beli érintSsikjaban, mert az a sik parhuzamos £-vel, ezért az egyenes két
pontban metszi a gdmbfelszint, tehat egyértelmten létezik AQ'-nek és G-nek az A-t6l kiilonbozé @ metszéspontja.

3. dbra



Ha /¢ olyan G-n lévé korvonal, mely atmegy A-n, akkor a megfeleltetésnél kapott £’ képe egy egyenes, mert ha
l-et a T sik metszi ki G-bél, akkor az A-t az ¢ pontjaival 6sszekotd egyenesek benne vannak 7-ben, ezért £/ éppen
az ENT egyenes (4. dbra). Megforditva, ha m’ tetszéleges egyenes £-ben, akkor az A és m’ 4ltal meghatarozott U sik
a gombfelszint egy olyan A-n Atmend m korvonalban metszi, melyenek a megfeleltetésnél kapott képe az m’ egyenes.
Tehat a megfeleltetés bijekcid a G gombfelszin A pontjan atmend korvonalai és az £ sik egyenesei kozt.

4. dbra

Feladatunk megoldasa ezutin mar egyszerd. Legyen a megfeleltetésnél k képe a k' egyenes, B képe pedig a k'-re
nem illeszked6 B’ pont. A gombfelszin valamely n kore pontosan akkor érinti k-t A-ban, ha k Nn = {A}, azaz ha
K nn' =0, vagyis ha a k" és n’ egyenesek parhuzamosak (5. dbra). A B’ ponton at pontosan egy k’-vel parhuzamos
egyenes huzhato, ezért pontosan egy olyan kor van a gémbdn, amely A-n is és B-n is atmegy és érinti k-t.

&

5. dbra

Megjegyzés. A sztereografikus projekcionak sok egyéb érdekes tulajdonsaga is van. Példaul a gombfelszin A-n 4t nem meng
koreinek képe kor lesz £-n. A sztereografikus projekciot térképek készitésénél is gyakran hasznaljak, ott van sziikség a gdmbfelszin
sikon valé megjelenitésére.



