Megoldas. A feladat kérdésére a valasz igenld.

(1) Legyen k pozitiv egész szam. ElSszor azt mutatjuk meg, hogy az elsé n pozitiv egész k-adik hatvanyanak
Osszegét n-nek egy k + 1-ed foka polinomja adja meg.

Indukcioval bizonyitunk; k = 1-re ez ismert. Tegyiik fel, hogy k — 1-ig igaz az allitas. Irjuk fel a kovetkezd egyenle-
teket:
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Mindegyik egyenlGség bal oldalat kifejthetjiik a binomidlis tétel szerint. Ha utdna ezeket Osszeadjuk, a k + 1-edik

n
hatvanyok a rendezés sordn egy tag ((n + 1)k+1) kivételével kiesnek. Jelolje (minden t-re) a Y 7' 6sszeget S, ekkor
=1

k41 k1 k41 k1 oo
( 1 )Sk+( 5 )Sk—1+ +( © )Sl+(k+1> =(n+1)

s {3 e ()5 ()

A jobb oldalon a kapcsos zardjelben szerepld 6sszeg minden tagja az indukcios feltevés szerint elGall az n egy legfeljebb
k-ad foku polinomjaként. Ezzel (1)-et belattuk.
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(2) Legyen k pozitiv egész. Belatjuk, hogy a [0; 1] intervallum felbonthaté véges sok racionéalis végpontu szakaszra,
és e szakaszok tiz szinnel kiszinezhetSk tgy, hogy minden, legfeljebb k-ad fokd f polinomra, ha vessziik mindegyik [a; b]
szakasznal az f(b) — f(a) killonbségeket, és az azonos szind szakaszokhoz tartozokat osszeadjuk, a kapott tiz Gsszeg
egyenld.

Ha c tetszoleges nemnulla konstans, akkor az f(cx) és f(x + ¢) polinomok foka is annyi, mint az f polinomé; igy

elég az allitasunkat [0; 1] helyett valamely alkalmas zart intervallumra belatnunk; ezt a k szerinti indukcidval tessziik.
Nyilvanvaléan k = 1-re j6 felbontas az, hogy a tizedel6 pontok altal meghatarozott szakaszokat vessziik. Tegyiik fel
ezutan, hogy (2) teljesiil k = t-re. Tekintsiik a [0; 1] intervallum egy ennek megfelels felosztasat és szinezését; jelolje
a szineket sg, $1, ..., Sg. Masoljuk &t a felosztast rendre az [1;2], ..., [9;10] intervallumokra, viszont véaltoztassuk
meg ezeken a szinezést ugy, hogy az [¢; i + 1]-en s, helyébe s, lépjen (minden 0 < 4, v < 9-re; itt v 4 ¢ természetesen
modulo 10 értendd). Ha ezutan f egy t + 1-ed fokt polinom (aminek a fGegyiitthatéja c), akkor minden 0 < ¢ < 9-re
felirhato f = c(z — i)' + gi(z) alakban, ahol a g; polinomok legfeljebb t-ed fokiak. Ekkor f(x) = m(x) + r(z), ahol
)t es r(z) =gi(x), ha x€lizi+1].
A [0;10] intervallumnak az igy kapott felosztésa és szinezése mind az m(x), mind pedig az r(x) fiiggvény szadma-
ra megfelels: r(z)-nek azért, mert az indukcios feltevés miatt mindegyik [i;¢ 4+ 1] szakaszon is ugyanannyi az egyes
szinekhez tartozo kiilonbségek osszege. A konstrukcié miatt pedig a [0; 10] szakaszon az m(z) fliggvény szerinti kii-
16nbségek dsszege barmelyik szinben egyenls a cz'™ fiiggvény c¢(1't1 — 0'T') = ¢ ;megvéltozésaval” a [0; 1]-en, mivel
(az egységszakaszokon a szinek ciklikus valtoztatdsa miatt) minden, a [0; 1] felosztasaban szerepls szakasz tiz eltoltja
tiz kiilonbo6z6 szinnel van kifestve (és m(x) periodikus 1 szerint). Ezzel a (2) allitast belattuk.

Vegyiik a [0;1] szakasznak (2) alapjan egy jo felosztasat és szinezését k = 11-re. Az osztopontok racionélisak —
nagyitsuk fel az elrendezést ugy, hogy egészek legyenek. Tekintsiik azt a 11-ed fokd f polinomot, amely (1) szerint
az els6é n pozitiv egész szam 10-edik hatvanyanak Osszegképletét adja meg. Az f két egész helyen felvett értékének
az eltérése egymast kovets tizedik hatvanyok Gsszege. Igy bebizonyitottuk az allitast.



