Megoldas. Elgszor belatjuk az alabbi lemmat:
Ha a,b,c > 0 és p > 1 val6s szamok, akkor

(@a+b+c) +aP > (a+b)’+ (a+c).

Ha p = 1, akkor a két oldal egyenls. Ha p > 1, akkor vizsgaljuk az f(x) = P fliggvényt. A fiiggvény masodik derivaltja
f"(xz) = p(p — 1)xP~2? = > 0 esetén biztosan pozitiv, mert minden tényezs nagyobb 0-nél, tehat a fiiggvény konvex.
Igy az f(z) = a” fiiggvény grafikonjan az (a + b+ ¢, f(a + b+ c)) és az (a, f(a)) pontokat Ssszekits szakasz
(amennyiben létezik, vagyis ha b és ¢ koziil mindketts pozitiv) minden belsé pontja a fliggvény gorbéje {616tt halad.
Az is teljesiil, hogy az (a+b, f(a+1b)) és az (a+c, f(a+c)) pontokat Ssszekdts szakasz minden belsé pontja az el6bbi
szakasz alatt van, amibdl
fla+b+c)+ f(a) o fla+b)+ fla+c¢)
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EgyenlGség pedig akkor és csak akkor lesz, ha p =1, vagy b = 0, vagy ¢ = 0. Ez pedig ekvivalens a lemma allitasaval.
Most térjiink ra az eredeti feladatra. Legyen

F@)=(@+y+z+v)+2°+y" + 27+ 07 —
—@+y)’ = (z+0)" = (@+2)" = (y+0)"

Ekkor

Fl@)=px+y+z+o)f " +pePt —pla+y)P ' —pla+2)P' >

>p((@+y+2)  +aP = (@+y)’ T = (@+2)"7H).

Mivel p > 2, igy a lemma miatt F’(z) > 0, vagyis F(z) monoton né. Igy F(z) minimuma az 2 = 0 helyen van.
Vagyis az
(@+y+z+o) +aP +y" + 2P+ — (2 +y)’ — (2 +0)" = (2 +2)" = (y+v)"

kifejezés nem nd, ha x helyére 0-t irunk:

(+y+z+o)’ +aP +yP + 2P 0P — (x+y)’ -
—GHo) - @+2) - (y+)' 2
2tz tv) +y+2P+oP P — (2 +0)f =P = (y+0)f =
=y +z+0)"+ 0" = (z+0)" = (y +0)",
ez pedig legalabb 0 a lemma miatt.

EgyenlGség akkor és csak akkor lesz, ha p = 2 és = vagy v koziil legalabb az egyik 0, illetve y és z koziil is legalabb
az egyik O;vagy p>2ésx=y=0vagyx=2=0vagyy=v=0vagy v=2=0.



