I. megoldas. A bizonyitasban felhaszn%l'uk a vektorok Osszeadaséra vonatkozo paralelogramma szabalyt, amely

miatt m = ﬁ—l—ﬁ, illetve ﬁ: m—I—L =
Y bl 7 — 27— 7

Felhasznaljuk még, hogy az T és 7 vektor felezGpontjaba mutatod o vektorra ¥ =
Azt fogjuk bizonyitani, hogy az A pontot sorra tiikkrozve a P, Q, R, S és T pontokra, az utols6 tiikdrkép maga
az A pont lesz.

Jelolje tehat az A pont tiikkorképét a P pontra B. Ekkor ﬁ = 2[7’ — 17)4
A B pont tiikdrképe a @ pontra legyen C. Ekkor

LC =200 — LB =2(LP + LK) — (2LP — LA) = 2LE + LA.
A C pont tiikkérképe az R pontra legyen D. Ekkor

LD =20k LC = 2LRk — 2LE + LA) = —LA.

A D pont tiikkorképe az S pontra legyen E. Ekkor

LE =20 — LD = 2LY + LA.

Végiil az E pont tiikorképét a T pontra jelolje F'. Ekkor
LE =2LT — LE = 2(LA + LS) — (208 + LA) = LA.

Vagyis ﬁ = 174, és igy valoban F' = A, tehat az igy kapott ABCDE 6tsz6g megfelels.

II. megoldas. Az A pont tiikorképe a P pontra legyen a B pont, a B pont tiikdrképe a @ pontra pedig a C pont.
Ha létrejon az ABC haromszog, akkor abban az AB oldal felez6pontja P, a BC oldalé pedig @, igy PQ || AC és
PQ = AC/2. Mivel PQRL paralelograma, vagyis szemkozti oldalai parhuzamosak és egyenls hossziak, ezért ebbdl
LR || AC és LR = AC/2 kovetkezik.

Ha nem jon létre haromszog, akkor tobb eset lehetséges. Az LSTA és a PQRL paralelogrammaknak azonos
a koriiljarasuk és az L ponton kiviil nincs kozos résziik, ezért az A, P és QQ pontok csak AP(Q sorrendben kovethetik
egymast. Minden esetben a pontok egy egyenesre esnek, igy PQ || AC, tehat LR || AC is teljesiilni fog. Belatjuk, hogy
LR = PQ = AC/2 is mindig igaz. Legyen AP = PB =a és BQ = QC =b.

I eset: AP = PQ. Ekkor Q = B =C, és igy AC = 2PQ.

II.1. eset: AP > PQ és PQ = AP/2.

A P=C Q B

Ekkor AC = AP = 2PQ.
I1.2. eset: PQ) < AP/2.




Ekkor PQ = PB—QB =a—0bés AC = AB — CB = 2a — 2b, tehat valoban AC = 2PQ.
I1.3. eset: AP > PQ > AP/2.

Ekkor PQ =PB - QB =a—0bés AC = AB — CB = 2a — 2b, vagyis AC = 2PQ.

E

III. eset: PQ > AP.

Itt is teljesiil, hogy AC = 2PQ.

Most induljunk el a méasik irdnyba: tiikr6zziik az A pontot a T' pontra, a tiikorkép legyen E, majd az E pontot az S
pontra, a tiikorkép legyen D. Az ADE haromszogben T'S kdzépvonal, igy parhuzamos AD-vel és feleakkora. Mivel
TS || AL és TS = AL is teljesiil, ezért AL || AD és AL = AD/2, igy L az AD felez6pontja.

Tehat az A pont tiikorképe L-re a D pont. Legyen a D pont tiikérképe az R pontra a C’ pont. Ha A, L, D és R
nem esnek egy egyenesre, akkor az ADC’ haromszdgben LR kdzépvonal, igy parhuzamos AC’-vel és feleakkora. Mivel
ugyanez igaz az AC-re is, ezért C = C’. Ha a négy pont egy egyenesre esik, akkor a pontok sorrendje lehet RALD,
ARLD, ALRD vagy ALDR. Minden esetet meg lehet vizsgalni attol fiiggetleniil, hogy val6jaban létrejohetnek-e.
Mindegyikben megkapjuk, hogy LR || AC" és feleakkora. Tehat ekkor is C' = C’. Két ilyen esetet mutat az alabbi két
dbra.




Az igy kapott ABCDE négyszog tehat megfelels. A pontokat megkaphatjuk ugy is, hogy sorban tiikroziink a P,
Q, R, S és T pontokra.

Megjegyzés. Nagyon sokan nem vizsgaltdk meg a megoldasukban felhasznalt haromszogekre (pl. BCD, ABD vagy ACD)
azt, amikor a cstcsaik egy egyenesre esnek. Lasd példaul az alabbi két elfajuld esetet.

E

III. megoldas. A feladat lényegében azt mondja, hogy ha az A cstcsot tikrozzik a P, @, R, S, majd T pont-
ra, akkor énmagat kapjuk vissza. Hogy jobban latszodjon a tiikrozés, tiikrozziikk az egész ALST paralelogrammat
a pontokra. A paralelogramman beliil is nézziik az L pontot, hiszen az mindkét paralelogrammaéanak csicsa, igy talan
kénnyebb dolgunk lesz.

Az elsé tiikrozésnél az L tiilkorképe L', amirdl tudjuk, hogy illeszkedik az LP félegyenesre és PL = PL'. Az
ALST képét jelolje A'L'S"T'. Ez az ALST-vel egyezd allast (vagyis minden oldala parhuzamos annak megfeleld



oldalaival), am koriiljaréasi iranya azzal ellentétes. Ha ezt a paralelogrammat tiikrozziik a @) pontra, akkor az eredetivel
egyez6 allast és koriiljarasa A”L"S"T" paralelogrammat kapjuk, melyben L” illeszkedik a PQRL altal meghatéarozott
paralelogramma racsra, azon beliil az LR félegyenesre is és LR = LR".

Ebbodl kiévetkezik, hogy ha az A” L"S"T" négyszoget az R pontra tiikrozziik, akkor L” képe az L pont lesz, valamint
az igy kapott A" LS"'T" paralelogramma az ALST-vel egyezs allast és ellentétes koriiljarasa lesz.

A tovabbiakban vizsgéljuk csak az A" pont és tiikorképei helyzetét. Ehhez rajzoljuk meg az ALST altal meghaté-
rozott paralelogramma racsot. Mivel A"/ LS""T"" az. ALST-vel egyez6 allast (és vele egybevago), igy maga is illeszkedik
erre a racsra.

Az A" pontot az S pontra titkrézve az A!Y pontot kapjuk, amely illeszkedik az AT félegyenesre és TA = T AV,
Igy nyilvan az A!Y tiikérképe a T pontra az A pont, tehat az AA’A” A" A"V egy megfelels 6tszog (A’ = B, A” = C,
A" =Des AV =E).



