Megoldas. A pontok kozotti kétféle tavolsagot x-szel és y-nal fogjuk jeldlni, hiszen nem lesz azonnal vilagos, hogy
melyik hosszisag a nagyobb.

Elgszor tekintsiik azokat az elrendezéseket, amelyekben a négy pont kézott van harom olyan, amely egy ABC' sza-
balyos haromszoget hataroz meg, mondjuk x oldalhosszisagut. A negyedik D pontnak az elsé haromtol vett tavolsagai
kozott lesz két egyenls, ami példaul AD = BD az altalanossag megszoritasa nélkiil. Ez azt jelenti, hogy D rajta van
AB oldalfelez6 merglegesén, ami a C' cstcson is athalad.

Ha itt CD = x, akkor D kétféle lehet, az 1. dbra szerint. A bal oldalon szerepls elrendezésben szimmetria miatt
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1. dbra

Mivel AC = CD, azért x és y egy 150°-0s szarszogi egyenld szart haromszog oldalai. A jobb oldali abran pedig
DCA<« =DCB<«=30°é CA=CD = CB, igy

CDA< = CDB< = M = 75°

és emiatt ADB< = 2-75° = 150°. Ezzel x és y ismét egy 150°-0s szarszogi egyenls szara haromszog oldalai. Tehat
mindkét esetben ugyanahhoz az a/b ardnyhoz jutunk. Ennek kiszamitasahoz alkalmazzuk a koszinusztételt:

a® = b% + b? — 202 cos 150°.
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Itt cos 150° = —g és fgy 2—2 =243, % =\/2+V3.
Ha DA = DB = z, akkor vagy C' = D (amit kizdrhatunk), vagy pedig D a C pont tiikorképe AB-re (2. dbra).
Utobbi esetben  és y egy 2 - 60° = 120°-0s szarszogl egyenld szaru haromszog oldalai. Legyen P = CD N AB, ekkor

Pitagorasz-tétellel
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(az abra C'D-re szimmetrikus), azaz
32
y=CD=2-PC=2- Tz\/gx

A kapott arany tehét % =3.

2. abra

Ha pedig sem DC, sem DA = DB nem lesz = hosszusagu, akkor y = DA = DB = DC, igy D az ABC kor

kézéppontja (2. dbra). Ekkor
ADB< = BDC< = CDA« = 3630 =120°,




tehat = és y az el6z6 esethez hasonldan egy 120°-0s szarszogl egyenls szart haromszog oldalai, a kapott ardny tehat
a
az el6z6 esetbeli — = /3.

Mivel méasféle elrendezésben nem szerepelhet szabalyos haromszog, igy a tovabbi esetekben feltételezziik, hogy
szabalyos haromszog nem jon létre.

Induljunk ki egy ABC egyenl szari haromszoghdl. Mivel a negyedik, D pont tavolsédga A-t6l, B-t6l és C-t6l kétféle,
igy D rajta lesz az ABC héaromszog egyik oldalfelez6 merdlegesén (3. dbra). Két esetiinkben D rendre az AB = y
alap, illetve a BC' = x szar felez6merdélegesén lesz.

Amennyiben DA = DB, akkor DA = DB # AB = y, mert akkor volna szabélyos haromszog, vagyis DA =
DB = AC = BC = z. Tekintve, hogy az AC'D haromszog sem szabélyos, CD = y. Tehat ADBC egy egyenl§ atloju
rombusz, vagyis sziikségképpen négyzet. A Pitagorasz-tételt az ABC haromszogre alkalmazva y? = 2% + 22, ahonnan
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3. abra

4. dbra

A legbonyolultabb eset, amikor DB = DC (4. dbra). Mivel a DBC' haromszog nem szabalyos és BC' = z, igy
DB = DC = y. A DAB haromszog sem szabalyos, ezért DA = x. Vegyiik észre, hogy az ABD és BDC' haromszog
oldalegyenl@ség miatt egybevagd, amib6l ABD<t = BDC<. Ezt AB = BD = DC-vel Osszevetve az adodik, hogy
ABDC szimmetrikus trapéz. Legyen AD N BC = P és a = BAD<. Valtoszogek és egyenls szarta haromszogek miatt

o= BAD< = BDA< =DAC< = ACB<«

és BAC< =2a = ABC<, st
APB< = 180° — APC<q = 2a.

AB
Ebbdl adodik, hogy AB = AP = PC = y. Az is kideriilt, hogy az ABP és C' AB haromszogek hasonlok, amibgl B =

OA L . L y T . 2 2 . 1;2 X
1B Behelyettesitve a megfelels értékeket = —, szorzéssal (z > y) y* = x° — zy, majd osztva ———-—-1=0.
T —
A kapott masodfoku egyenlet pozitiv gyoke %ell r%ekiink: Y Y
a T 1++v5
by 2

lesz a megoldés.
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Tehat a lehetséges a/b hanyadosok: V2, +T\/—, V3 és V2 + 3.

Mindegyik eset ténylegesen létezik, és elGallitja a megadott ardnyokat. Az utolsd esetben ez példaul abbol lathato,
hogy az elrendezés a szabalyos 6tszog egy részeként &ll el (1d. 5. dbra).



5. abra



