Megoldas. A konnyebb megfogalmazhatosag érdekében vezessiik be a b; = 4 jelolést (1 < ¢ < 2013), amellyel
a feladat ugy szol, hogy a b; alkalommal el6fordulé szamok szama aq, a by alkalommal el6fordulé szamok szama aq
stb. Ha a,, = 1, akkor — mivel minden b; kiilénboz6 — van egy olyan k szam, amely a mondatban (vagyis az a;-k és
bi-k kozott Osszesen) n-szer fordul el6, igy az a;-k kozott pontosan n — 1 db k van — kivéve, ha k = 0, akkor pontosan
n, mivel a b;-k kozott nincs nulla. Ha ay = m, ahol m pouzitiv egész, akkor ahhoz, hogy a mondat igaz legyen, léteznie
kell m kiilonb6z6 szdmnak, amelyek mindegyike legalabb ¢ — 1-szer fordul el az a;-k k6zott. Tudjuk azt is, hogy
a megfelels b; és a; szdmok szorzatainak Osszege pontosan 4026, hiszen a mondatban Osszesen ennyi szam szerepel.
Bontsuk esetekre a feladatot aszerint, hogy az a; szdmok kozott pontosan hany nulla van.

1. eset: Pontosan 2008 darab nulla van. Ekkor aggos értéke legalabb 1. Van ezen feliil négy olyan a; szam, amelyek
értéke nem nulla, legyenek ezek a., aq, ac és ay, értékeik p, g, r és s — ahol p, ¢, r, s > 1. Van tehat az a;-k kozott legalabb
pec — 1) + gd — 1) + e — 1) + s(f — 1) olyan szam, ami nem nulla. Ez legalabb
1-1-1)4+41-2-1)+1-B3-1)+1-(4—1) = 6 darab szam, mivel ¢, d, e, f kiilonb6zsk. Ellentmondasra
jutottunk, nem lehet ilyen megoldas.

2. eset: Kevesebb, mint 2008 darab nulla van. Ekkor hozzavehetiink az el6bbi 6t nem nulla a; szdmhoz egy
hatodikat — legyen ez ag4; igy az 6t legkisebb ¢ koziil, amire az a;-k nem nullék, a legnagyobb legalabb 5 lesz, mivel
kiilénb6znek egymastol. Tehat a nem nulla a; szdmok szdma tobb, mint 1-gyel névekedett, legalabb (5 — 1) - 1-gyel.
Ezt a gondolatmenetet kdvetve kideriil, hogy ha egyesével csokkentjiik a nulladk szamat, akkor a nem nulla a;-k szama
tobb, mint egyesével ng, azaz a feladatnak nincs ilyen megoldasa sem.

3. eset: Pontosan 2013 nulla van. Ez nyilvanvaléan nem lehet, hiszen ez azt jelentené, hogy minden a; nulla, azaz
nincs olyan szam, ami 1,2, ...,2013 alkalommal fordulna el§; ekkor a mondatban minden el6fordulé szamnak legalabb
2014-szer kellene szerepelnie. A nullara viszont ez nem teljesiilne.

4. eset: Pontosan 2012 nulla van. Ekkor az egyetlen a; # 0 érték az ago12 = k > 1, vagyis az Gsszesen k-féle
eléforduld szam mindegyikének pontosan 2012-szer kellene szerepelnie, ezért 2012 - k£ = 4026, ami ellentmondaés.

5. eset: Pontosan 2011 nulla van. Ekkor 1 < agg1; = k < 2, és egyetlen ¢ # 2011 indexre a; # 0; ez nyilvan az aq,
s6t a; > 2010. Igy 4026 = 2011 - k 4 1 - a; miatt k = 1. Eszerint azonban az 1 éppen kétszer fordul els, tehat ay # 0,
ami ellentmondaés.

6. eset: Pontosan 2010 nulla van. Az el6bbi esethez hasonloan asp19 = 1 és a1 # 0. Nem létezhet tovabbi olyan ay,
t > 5 szdm, ami nem 0, hiszen akkor van legalabb 5 — 1 olyan a;, ami nem 0. Ha a3 és a4 egyike sem 0, vagy az egyik 0,
a masik viszont 1-nél tobb, akkor legalabb 2- (3 — 1) olyan a; van, ami nem 0. Ha a4 = 1, akkor a; = 1, ami nem lehet,
mivel legaldbb 2010 olyan szam van, ami pontosan 1-szer szerepel, hiszen van 2010 db egyenl$ a;. Ha a3 = 1, akkor
a; = u, ahol 2013 > u > 2010, igy u éppen kétszer szerepel, tehat as nem 0. Itt mar csak az az eset maradt, ha a;,
as és agp10 nem nulla, ekkor 1- a1 + 2 - ag + asp10 - 1 = 4026. Tehat a1 - 1 4+ as - 2 = 2016. Itt as = 1 nem lehet, ekkor
a1 = 2014, as = 2 esetén a; = 2012, ez nem lehet, mivel 2-es és 1-es szambol is tobb van, mint 1. Viszont as = 3 és
ay = 2010 j6 megoldés. Ekkor a 0 van 2010-szer, a 2010, az 1 és a 3 kétszer, a t6bbi (2010 db) szam pedig egyszer.

7. eset: Pontosan 2009 nulla van. Ezuttal asgog = 1. Az el6bbi megfontolast kovetve a masodik legnagyobb a; nem
lehet 5-nél tobb. Pontosan 6t sem lehet, mert ekkor — mivel a; > 2009 — az a;b; szorzatosszeg legalabb

1-20094+2-14+3-14+5-1+2009-1

lesz, ami tdal sok. Ha a méasodik legnagyobb a; = 4, akkor a szorzatOsszeg legalabb 1 -2009 + 2 -1+ 4 -1+
2009 - 1 = 4026 lesz, ez éppen j6, és ez a minimum csak akkor érhetd el, ha a; = 2009, az = 1, agy = 1 és
az009 = 1. Ekkor az 1 négyszer, a 2009 kétszer, a 0 2009-szer, a tobbi szdm pedig egyszer fordul els, ez j6 megoldas.
Ha a masodik legnagyobb a; a 3, akkor a szorzatosszeg a; = 2009, as = 1, a3 =2 és agpg9 = 1, illetve a3 = 2010,
as = 2, az3 = 1 és asgog = 1-gyel tehets igazza. Ebb6l csak az utébbi helyes megoldas. Ha a; = 2011, akkor as = 1,
as = 1, ami ellentmondé&s, mivel tdl sok az 1-es. Nyilvan 2011-nél tébb sem lehet az a;.

Ezzel végignéztiik az Gsszes esetet, tehat az allitast haromféleképpen tehetjiik igazza.



