I. megoldas. Mivel az allitdsban szerepls egyenlGség jobb oldala zart, probaljuk a bal oldalt szintén zart alakra
hozni. Ehhez emeljiink ki az 6sszegb6l 2-t, majd hasznaljuk fel a szumma felbonthatésagat, és ismét emeljlink ki,
ezuttal n-et. Ezutan, mivel ¢ = n-re n — ¢ = 0 — vagyis a masodik szumma utolsé tagja 0 — azt a tagot hagyjuk el:
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Az els6 szumma a Pascal-haromszog 2n-edik soraban adja Ossze a tagokat a 0-t tartalmazotol az (n — 1)-et tartal-
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Tudjuk még, hogy a Pascal-haromszog m-edik sordnak a tagbsszege 2™, ezért a fenti Osszeg igy irhato:

2
mazo6ig. Ennek a sornak 2n + 1 eleme van és szimmetrikus a kézéps6 elemére (hiszen (m) = m i ), ami ( n)
m — n

Tehat

Forditsuk most figyelmiinket a megmaradt szummaban 1évé kifejezésre. Ha olyan alakra tudnank hozni, amiben
szintén csak egy sor elemeit kell 6sszegezniink, akkor zart alaki lenne. Alakitsuk hat at a kovetkezd, a Pascal-haromszog
tagjainak explicit felirdsabol kovetkezs egyenlGség segitségével:
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A szummaban szerepld Osszeg a Pascal-haromszog (2n — 1)-edik soranak a tagosszege a nullat tartalmazotol az (n—
2)-t tartalmazoig. Ebben a 2n elemi sorban az els§ n elem dsszege ugyanannyi, mint a méasodik n elemé. Igy a kovetkezd
atalakitasokat végezhetjiik:
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Ezzel igazoltuk az allitast.

Tehat
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II. megoldas. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor 2 - <0> =2és1- <2) =1, tehat igaz
az allitas.
.. 104 4 . R ’ s n n n+1
Tegyiik fel, hogy az allitas n-re igaz, és bizonyitsuk be n 4 1-re. Felhasznaljuk, hogy i + = .
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Az els6 szumméba j = i — 1-et, a masodikba j = i-t, a harmadikba j = i + 1-et helyettesitve és a 0-s szorzokat
tartalmazo tagokat elhagyva az Osszeg igy is irhato:
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Az indukcios feltevést felhasznélva ezt a kovetkezs alakra hozhatjuk:
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III. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor
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Ezt az altalanosabb Osszefiiggést latjuk be k-ra vonatkozo teljes indukcioval.

k = 1 esetén az allités:
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Mivel mindkét oldal 2n-nel egyenls, az allitas igaz.
Tegyiik fel, hogy az allitéas teljesiil k = m esetén:

i=n—m-+1
Bizonyitsuk be k = m + 1-re. Ekkor az allitas:
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A bal oldali 6sszeg els6 tagjat kiszedve a szummabol:
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Az indukcios feltételt felhasznélva:
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Bontsuk ki a binominélis egyiitthatékat:
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Ezzel a tételt teljes indukcidval bizonyitottuk. Ennek egy specidlis esete volt a feladatban kittzve, ahol k = n,

amire az allitas az altalanos tételbdl trividlisan kovetkezik.

IV. megoldas. A megoldas sordn bizonyitando egyenlGség bal oldalat jelolje
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Tekintslink egy véletlen bolyongast az egész szamokon: Egy bolha az origébdél indul és 3 valoészintiséggel jobbra,

a jobb oldalat pedig

1
ugyanilyen valészintiséggel balra ugrik 1-et, majd az el6z6 1épéstdl fliggetleniil, 3 valoészintiséggel jobbra, ugyanilyen

valosziniiséggel balra ugrik 1-et, és igy tovabb.

Ertelmezziik az Xo,, valoszintségi valtozot a kovetkezéképpen: Xo,, := a bolyongas 2n-edik lépésében a bolha helye.
Ekkor Xo,, lehetséges értékei a [—2n, 2n] intervallum paros értéki helyei. Ha a jobbra lépések szama j, akkor a balra
lépéseké 2n — j. Ha a bolha a 2i-re lépett 2n lépés utan, akkor j — (2n — j) = 24, amib6l j = n + 4. Innen
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ahol i € [—n,n], egész.
Legyen
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San = 2+ 5~ B, hiszen ¢ = 0 esetén az Gsszegben 0 szerepel. Ha belatjuk, hogy Sa, = 2- -~ - J, akkor abbol valoban

22
J = B kovetkezik.

Lemma:

1 2n
San+1 = San + Jon (n) és  Sont2 = Sant1.

A lemma bizonyitasa: A mésodik egyenlGség trivialis, mert a (2n+1)-edik lépés utan a bolha egy paratlan, tehat
1
0-t0l kiilonb6z6 helyen van, tehat | Xop 42| — | Xont1] értéke mindentdl fliggetleniil — valdszintséggel —1, és ugyanilyen

valoszintséggel +1. Az elsG egyenlGséghez egyrészt azt kell megjegyezni, hogy a varhato érték szamitasanal az Xo, = 0-
hoz tartoz6 Gsszeadando az i-vel valo szorzas miatt 0, viszont ha a bolha a 2n-edik lépésben a origéban volt, akkor
a (2n + 1)-edik lépésben pontosan 1 lesz | Xo,41]| értéke. Ez az esemény

P(Xo, = 0) = 2% : (2”)

n

valoészintiséggel kovetkezik be.
Allitas: ) )
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Bizonyitas: Teljes indukciéval: n = 1 re igaz. Feltéve az n-re vonatkozo allitast, n + 1-re fogjuk igazolni.



A lemma miatt:
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ami éppen az n + 1-re vonatkozo allitas.
Ezzel a teljes indukciot befejeztiik. A feladat allitasat belattuk.
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