I. megoldas. Hasznaljuk a szokasos jeloléseket.
Mivel egy derékszogd haromszog oldalainak hossza pozitiv, alkalmazhatjuk rajuk a négyzetes és szamtani kézép
kozott fennalld egyenlGtlenséget:

a2+ b2 < a+
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(1)

A Pitagorasz-tételt szerint a®+b* = ¢?. Tovabba tudjuk, hogy a+b+c = k, ahol k allandé. Ez utobbibol a+b = k—c
kovetkezik. Helyettesitsiik be ezeket az (1) egyenl6tlenséghe:

[z _k—c
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Mivel ¢ > 0, ebbdl:
c o k—c
V2T o2
Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy:
k
c(V2+1) >k, majd c> = (vV2-1)k.

T V241

Mivel k allando, az atfogd legaldbb (\/5 — 1)k. Létezik is olyan haromszodg, amelynek éppen ekkora az atfogoja,

ennek a befogoinak hossza:
a=b= (1 - g )k

Megjegyzés. Sokan az (1) egyenl6tlenség felirasa utan azt mondtak, hogy

> L),
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ahol egyenl6ség a = b esetén all fenn, tehat egyenld szart haromszogre lesz a legkisebb az atfogo, és kiszamoltak, hogy akkor
mennyi az atfogd hossza. Ez nem teljes megoldas. Egyrészt, ha adott a keriilet, akkor lesztikiil a szoba jov6 (a;b) szamparok
halmaza. Masrészt kozepek kozti egyenlStlenség hasznalata esetén az egyik oldal értékét tudni szoktuk, vagyis a becslés dgy
néz ki, hogy egy kifejezés legalabb/legfeljebb akkora, mint egy konkrét érték. Es ebben az esetben lehet azt mondani, hogy
a kifejezés minimuma/maximuma ez a konkrét érték, melyet (a példabeli esetben) a = b esetén vesz fel.

II. megoldas. Hasznaljuk a szokasos jeloléseket.
Alkalmazzuk a derékszogl haromszog oldalainak négyzetére a szamtani és a mértani kézepek kozotti egyenlGtlen-
séget:

a2—|—b2
2

> Va2b2.

(2)

A Pitagorasz-tétel szerint ¢ = a® + b?, ezt irjuk be a (2) egyenlStlenségbe:

2

% > Va2b?, & > 2ab.

Mindkét oldalhoz ¢® = a2 + b>-et adva: (a + b)* < 2¢2, majd a + b < V2¢ kdvetkezik. Irjuk be ezt az a +b+c =k
egyenléségben a + b helyébe:

k:a+b+c§\/§c+c:(1+\/§)c,

2
amibél ¢ > kovetkezik. Egyenl6ség a = b = (1 — %)k esetén all fenn.

k
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Megjegyzés. Sokan a (2) egyenlGtlenség felirdsa utan azt mondték, hogy ¢ > \/5\/5\/5, ahol egyenlgség a = b esetén all
fenn, tehat egyenl$ szard haromszogre lesz a legkisebb az atfogd, és kiszamoltak erre az esetre az atfogd hosszat. Ez sem teljes
megoldas.

ITI. megoldas. A derékszogl haromszog keriiletét felirhatjuk a kovetkezéképpen (« € |0, 7/2[):
k=c+csina+ccosa =c¢(l+sina+ cosa).

Fejezziik ki az atfogot:
k

c=—— .
1+ sina+ cosa



Adott k esetén ennek akkor van minimuma, amikor a nevezdnek és egyben (sin o + cos a)-nak maximuma.

1 1
sina+cosa=+v2 | —=-sina+ —-cosa | = V2 -sin(a + 7/4).
(\/5 V2 ) ( /4
. k
Ez pedig az adott intervallumon « = 7/4 esetén veszi fel a legnagyobb értékét. Igy a ¢ =

—— alegkisebb
1 +sina + cosa

értekét o = w/4 (vagyis egyenls szari haromszog) esetén veszi fel, és a felvett minimum
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IV. megoldas. Minimum és maximumérték sokszor szokott lenni egyenls szara haromszog esetén, nézziik meg ezt
most is. Legyen a szarak hossza a (igy nyilvan a > 0), ekkor az atfogd v/2a, a keriilet pedig: k = (2+ \/§)a.

Noveljiik az egyik befogot x-szel, a masikat pedig csokkentsiik y-nal (z,y > 0), és nézziik meg, valtozatlan keriilet
mellett hogyan valtozik az atfogo.

Ha a két befogo a — z, illetve a + y, akkor k keriilet mellett az atfogo

(2—|—\/§)a—(a—x)—(a+y):ﬁa—l—x—y.

Azt szeretnénk belatni, hogy x > y, hiszen ekkor az atfogoé nagyobb, mint az egyenld szari haromszog esetén.
Irjuk fel a Pitagorasz-tételt, majd rendezziik a kapott egyenletet:

c

(a—2)*+(a+y)® = (V2a+z—1y)°
a® — 20z + 2% 4 a® + 2ay + 3 = 2a% + 22 + y? + 2v2azx — 2V 2ay — 22y,
—2az 4 2ay = 2v2ax — 2v/2ay — 2y,
0= ax(2+2\/§) - ay(2+2\/§) — 22y,
0=a(2+2v2)(z —y) — 2zy.

Mivel a, x és y pozitivak, a jobb oldal csak dgy lehet 0, ha z —y > 0, vagyis = > y.
Ezzel belattuk, hogy egyenld szart haromszog esetén a legkisebb az atfogo.
Ha az atfogo ¢, akkor a befogd ¢/ V2, a keriilet pedig:
k=c(1+2/v2)=c(1+v?2), ahonnan
c= i .
V2+1
V. megoldas. Vizsgéljuk meg, hogy adott atfogd mellett mekkora lehet legfeljebb a két befogd Osszege. Vagyis
adott ¢ esetén keressiik a + b maximumaét, jelolje ezt p. Ekkor k& maximuma p + ¢, mely adott (a1;01;71) szogi
haromszog esetén 1ép fel. A kérdést megforditva: Ha rogzitett a keriilet, akkor az atfogdja a minimaélis értékét az aq;
B1; 71 szogek esetén veszi fel.
A Pitagorasz-tétel miatt a? 4+ b = ¢%. Mivel ¢ adott, igy ¢? és a® + b? is az.
a + b akkor lesz a lehet6 legnagyobb, ha a négyzete is az: (a + b)2 = a® 4+ b® + 2ab. Ebb6l a® + b? adott, tehat
(a +b)? és igy a + b akkor lesz a legnagyobb, amikor 2ab, és egyben ab felveszi a maximumét.
A Thalész-tétel megforditasa miatt a haromszognek az atfogoval szemkozti csucsa az atfogd Thalész-korén helyez-

b
kedhet el. Legyen a c atfogbhoz tartozé magassédgvonal m. Ekkor a haromszog teriilete @ @, vagyis ab = cm.

Mivel c adott, ezért ez akkor lesz a legnagyobb, amikor m a lehet& legnagyobb, ez pedig akkor kévetkezik be, amikor
m egyben a c oldal felez§ merélegese is, vagyis amikor a haromszog egyenld szarad.

1
Egyenlg szara haromszog esetén pedig a keriilet (2 +2 )a, az atfogd v/2a, ami a keriiletnek az ————-szerese.

V2+1
Megjegyzés. Hasonl6 gondolatmenetet alkalmazott Bauer Mdrton (Szombathely, Nagy Lajos Gimn., 9. évf.): A harmadik
cstics az atfogd két végpontja, mint fokusz koré szerkesztett ellipszisen helyezkedik el. A lehetd legnagyobb ellipszis, aminek
vannak k6z0s pontjai a korrel, az amelyik a kort két ponton érinti. Ezek a pontok az atfogohoz irhat6 egyenls szari derékszogi
haromszog csicsai.

VI. megoldas. Legyen ABC derékszogi haromszog, és a keriiletét, k-t mérjiik fel AC egyenesére az 1. dbrdanak
megfelelGen.




1. dbra

Mivel PCB egyenl§ szara derékszogi haromszog, CPB< = 45°. Emiatt a B csics a PQ-val 45°-o0s szoget bezaro
félegyenesen helyezkedik el A-t6l z tavolsagra, tehat a B pont az A pont koriil z sugérral huzott kor és a félegyenes
k6zos pontja. Ezért AB legalabb akkora, mint az A pont és a PB félegyenes tavolsaga. Igy

V2 V2 V2

2
> — = —(k — — () —
AB 2 S-AP = (k= AQ) = - (k — AB),

vagyis
AB > ?(k — AB),
amibol rendezéssel 2AB > 2k — V2AB, majd AB (2+ \/5) > 2k, vegiil

V2o V2(2-v2) o 2ve-2 o
ABZQ+\/§k_(2+\/§)(2_\/§)k_ 5 k= (V2-1)k.

Ebbol kovetkezik, hogy AB legkisebb értéke (v/2— 1)k, ami akkor kovetkezik be, amikor az A kozépponti, z sugar
kor érinti a PB félegyenest. Ekkor PBA< = 90°, és igy PAB<t = 45°, vagyis az ABC haromszog egyenls szart.

VII. megoldas. Az els6 megoldas megjegyzésében emlitettiik, hogy a feladatban lesziikiil az a tartomany, amelyre
a kozepek kozotti egyenlStlenséget alkalmazzuk. Vizsgaljuk ezt meg jobban. Adott a k allando, és k = a+ b+ c. Ebbdl

k* = a®> +b° + ¢ +2(ab+ ac + be) = 2(c* + ab+ ac + be) =
=2(a+c)(b+c)=2(k—-Db)(k —a),

k2
amibdl (a — k)(b—k) = —.

Ezt abrazolva lathato, hogy azok az (a; b) szamparok lesznek egy k keriilet haromszog befogoi, amelyek a megfelels
hiperbola-iv A(i; 0) és B(0; 5) pontjai kozé esnek (2. dbra).
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2. dbra

3. dbra

Mivel a Pitagorasz tétel szerint a>4b? = ¢?, igy egy O kbzépponti, ¢ sugari kor és a hiperbola-iv metszéspontjainak
koordinatai egy megfelels (k keriiletii) haromszog befogoinak hosszat adjak (3. dbra).
A c értéke kisebb, mint a ¢y kor sugara, vagyis 3 és legalabb akkora, mint a co kor sugara. (A c3 kor egy ,koztes”

kort mutat, ahol F' és G két megfelel6 haromsz6g koordinatait adjak.) A co kor az E pontban érinti a hiperbola-
ivet, a szimmetria miatt két koordinataja egyenld. Tehat c értéke egyenld szart haromszog esetén lesz minimaélis,
kiszamolhato (lasd pl. a IV. megoldast), hogy ekkor ¢ = (\/5 —1)k.



