Megoldas. Tegyiik fel, hogy egy f polinom kielégiti a feltételeket. Emeljiik ki f-bsl xz-nek a lehetd legnagyobb
kitev6ji hatvanyat:

f(z) = a"g(a),

ugy, hogy
9(r) = apar™ + C1771—1l577171 + ...+ a1z + ao,

ahol k és m nemnegativ egészek, a,, ..., ag egészek, tovibba ag, a,, # 0. Mivel végtelen sok primszam van, a nemnulla
ap szamnak pedig csak véges sok osztOja, azért végtelen sok olyan p primszam létezik, amelyre p t ag. Egy ilyen p
primre g(p) nem oszthato p-vel, hiszen a konstans tag nem oszthato vele, a t6bbi tag viszont igen. Feltevésiink szerint
f(p) = p*g(p) egyetlen primosztoja p, ezért g(p)-nek nem lehet p-t6l kiilonbozs primosztoja, azaz g(p) = £1. Igy
a g polinom vagy az 1, vagy a —1 értéket végtelen sokszor veszi fel, tehat g(z) = 1, vagy g(x) = —1 teljesiil. Ezzel
megmutattuk, hogy f(z) = £2" valamely k nemnegativ egész szamra. Kénnyen ellendrizhets, hogy a 4z* polinom
pontosan akkor elégiti ki a feltételeket, ha k > 0. Tehat pontosan az z¥, —z* polinomok megfelelsk, ahol k tetsz6leges
pozitiv egész szam.

Megjegyzés. A fenti megoldas kis modositasaval az is megmutathato, hogy a feladat allitasa tetszoleges valos egyiitthatos
f polinomra is igaz. Ha ugyanis f egy n-edfokd polinom, akkor elegendden nagy z-ekre, példaul M < x esetén teljesiil, hogy
"< ‘f(x)| <zt A feltétel szerint tetsz6leges p primre az f(p) szam vagy p-hatvany, vagy egy p-hatvany ellentettje. Ha
M < pis teljesiil, akkor a szoba jove értékek p™ és —p". A két lehetGség koziil valamelyik végtelen sokszor all fenn, igy a fenti

n

megoldashoz hasonléan kovetkezik, hogy f(z) = 2" vagy f(z) = —z".



