Megoldas. Legyen f egy olyan polinomfiiggvény, amely kielégiti a feltételt. Ekkor f(Fp)-nak egy pozitiv prim-
szamnak kell lennie, legyen ez p. Ezek szerint a polinom konstans tagja p, hiszen f(Fp) = f(0) = p. Most vizsgaljuk
meg a Fibonacci-szamok p-vel vett osztasi maradékat. Végtelen sok egymast kévets Fibonacci-szambél allé par van,
am az ilyen parokban szerepld szamok p-es maradékaira csak véges sok, legfeljebb p? lehetGség van, igy létezik olyan
i és j, hogy i < j,

Fi=F; (p) ¢ Fia=Fin (p)
Vegyiik a legkisebb ilyen i,j part, azaz i legyen minimélis. Tegyiik fel, hogy ¢ # 0. Mivel F;_1 = F;41 — F; és
Fj,1 = FjJrl — Fj, azért
Foa=Fn—-F=Fn—-F=F_1(p).

Ekkor azonban F;_1 = Fj_1 (p) és F; = F; (p), ami ellentmond ¢ megvalasztasanak. Tehat ¢ = 0, vagyis Fy = F; (p)
és Fl = Fj+1 (p), amibdl
Fjio = Fjp1 + Fj = Fo + Fo = Fa (p),

és ehhez hasonléan indukciéval az is bizonyithat6, hogy
Fjix = Fi (p)

teljesiil tetszbleges k egész szamra. Specilisan, Fy.; = 0 (p) minden ¢ € N-re, ami egyben azt is jelenti, hogy végtelen
sok p-vel oszthatoé Fibonacci szdm van.

Most nézziik Gjra az f polinomot. ElGszor tegyiik fel, hogy nem konstans. Ha a f6egyiitthatja negativ, akkor létezik
egy ng kiiszob, melyre x > ng esetén f(x) < 0. Azaz np-nal nagyobb Fibonacci-szamot behelyettesitve a helyettesitési
érték negativ, ami ellentmondas. Igy a féegyiitthatonak pozitivnak kell lennie. Ekkor azonban létezik egy n kiiszob,
melyre x > nj esetén f(x) > p. Azaz egy ni-nél nagyobb, p-vel oszthato Fibonacci-szamot (a fent bizonyitottak szerint
van ilyen) behelyettesitve a helyettesitési érték p-vel oszthato lesz, hiszen ilyenkor minden tag oszthaté p-vel. Igy az f
polinomfiiggvény ehhez a Fibonacci-szamhoz egy p-vel oszthato, p-nél nagyobb primet rendel, ami ellentmondas. Igy
a polinom csak konstans lehet, azaz a keresett polinomok: f(x) = p, ahol p egy pozitiv primszam.

Megjegyzés. A megoldas els6 felében leirtakhoz hasonléan igazolhato az a jol ismert allitas, hogy barmely m pozitiv egész
szamra a Fibonacci-szamok modulo m periodikus sorozatot alkotnak. S6t, ez az allitas nem csak a Fibonacci-sorozatra, hanem
az Osszes rekurziv sorozatra igaz. A bizonyitas a fent leirt megoldas értelemszeri modositasaval kaphato.



