I. megoldas. Azt kell igazolnunk, hogy
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Az a® +b® = (a + b)(a® — ab + b?) azonossagot, valamint a szamtani és meértani kozepek kozotti egyenlotlenseget
felhasznélva
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Tetsz6leges a, b valés szamokra O < 2(a—b)2 miatt fennall az a®> + ab + b° <

< 3(a® — ab + b*) egyenlstlenség. Ha belatjuk, hogy ¥/(z +y)(y + 2)(z +x) > 2 is igaz, akkor ezeket felhasznal-

1
va a kivant S >3 -2 3= 2 egyenl6tlenséget kapjuk.

A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget és az xyz = 1 feltételt felhasznalva kapjuk, hogy

x—;—yy—;—zz—;—x > VJryJSyz/ zr = xyz = 1.

Ezért ¥/(z +y)(y + 2)(z + ) > 2 valoban teljesiil, és igy a fentiek szerint a bizonyitand6 S > 2 egyenlétlenség is.
A megoldasbol az is latszik, hogy egyenl@ség pontosan az x = y = z = 1 esetben all fenn.

I1. megoldas. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a 2% +¢%, 23+ 23,y + 23 és az y* +yz + 22, 22 + 2o+ 22, 2% + 2y +5°
szamharmasok azonosan rendezettek. Igy a rendezési tétel szerint
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Az 1. megoldésba% igazsolt a?+ab+b* < 3(@2 —ab+ b2) Osszefiiggést felhasznalva megmutatjuk, hogy az ily modon
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kapott Osszeg T rabri? alaku tagjai (ahol a, b pozitiv szdmok) alulrél becstilhetsk 3 -mal:

a’ + b3 7(a+b)'a2—ab+b2>a—|—b
a?+ab+b2 a?+ab+b2~ 3

Ezt a becslést, tovabbé a szamtani és mértani kézép kozotti Osszefiiggést alkalmazva a bizonyitando allitast kapjuk:
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