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Az a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2) azonosságot, valamint a számtani és mértani közepek közötti egyenl®tlenséget
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Tetsz®leges a, b valós számokra 0 ≤ 2(a− b)
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egyenl®tlenség. Ha belátjuk, hogy
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(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 2 is igaz, akkor ezeket felhasznál-

va a kívánt S ≥ 3 · 2 ·
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= 2 egyenl®tlenséget kapjuk.

A számtani és mértani közepek közötti egyenl®tlenséget és az xyz = 1 feltételt felhasználva kapjuk, hogy
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zx = xyz = 1.

Ezért
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(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 2 valóban teljesül, és így a fentiek szerint a bizonyítandó S ≥ 2 egyenl®tlenség is.

A megoldásból az is látszik, hogy egyenl®ség pontosan az x = y = z = 1 esetben áll fenn.

II. megoldás.Könnyen ellen®rizhetjük, hogy a z3+y3, x3+z3, y3+x3
és az y2+yz+z2, z2+zx+x2

, x2+xy+y2

számhármasok azonosan rendezettek. Így a rendezési tétel szerint
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Az I. megoldásban igazolt a2 + ab + b2 ≤ 3
(

a2 − ab + b2
)

összefüggést felhasználva megmutatjuk, hogy az ily módon

kapott összeg

a3 + b3

a2 + ab+ b2
alakú tagjai (ahol a, b pozitív számok) alulról be
sülhet®k

a+ b

3
-mal:

a3 + b3

a2 + ab+ b2
= (a+ b) ·

a2 − ab+ b2

a2 + ab+ b2
≥

a+ b

3
.

Ezt a be
slést, továbbá a számtani és mértani közép közötti összefüggést alkalmazva a bizonyítandó állítást kapjuk:
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