Megoldas. Pontosan akkor 1étezik, ha k-nak nincsen 2-t6l és 5-t6] kiilonb6zé primosztdja. Eldszor megmutatjuk,
1
hogy k = 2-re co = 3 megfeleld, vagyis

S(n)
5(2n) = 5

minden n pozitiv egész szamra teljesiil. A 2-vel vald szorzast a kovetkezé modon is elvégezhetjiik. ElGszor minden
helyiértékre az ott 1évs szamot megszorozzuk 2-vel, az igy kapott szdmok mindegyike legfeljebb 2 - 9 = 18 lehet. Ezutén,
ahol kétjegyi szamot kaptunk, ott annak értékét 10-zel csokkentjiik, és atvissziik a maradékot, vagyis az eggyel nagyobb
helyiértéken all6 szamot 1-gyel noveljiik. Mivel ily moédon csak paros egyjegyd szadmokat kell novelniink 1-gyel, djabb
maradék mar nem keletkezik. Azaz S(2n) értékét ugy is megkaphatjuk, hogy n szamjegyeit kiilon-kiilén szorozzuk
2-vel, majd a kapott szdmok szamjegyeit Osszeadjuk. Ezért elegendd az allitdst abban a speciélis esetben igazolni,
amikor n egyjegyid vagy n = 0. Rovid szamoléssal ellenérizhetd, hogy ezekben az esetekben az egyenlétlenség teljesiil.

1
Ehhez teljesen hasonléan igazolhato, hogy k =5 esetén c; = 3 megfelel. Az 5-tel valé szorzésnal a maradék

legfeljebb 4, ezt akar 0-hoz, akar 5-hoz kell hozzaadnunk, tjabb maradék mar nem keletkezik. Igy ebben az esetben is
elegendé a 0,1, ...,9 szamokra ellenérizni az allitast, amelyekre valéban igaz.

Ha a k szamhoz ¢y, az ¢ szamhoz pedig ¢, megfelels, akkor a k¢ szamhoz cxy = cicp megfeleld lesz, ugyanis minden
n pozitiv egész szam esetén

S((kt)n) = S(k(tn)) = cx - S(tn) > c - (co- S(n)) = cre - S(n).

Ezek szerint, ha a k szdmnak nincsen 2-t6l és 5-t6l kiilonb6z6 primosztoja, akkor talalhato hozza megfelels cy.
Az allitdsunk maésik felének igazolasdhoz tekintsiink egy olyan k szamot, amelynek van 2-t6l és 5-t6l kiillonbozs

primosztdja. Ekkor 1 végtelen szakaszos tizedestort. Legyen n = [&] Ekkor S(n) az 1 szam tizedesvessz6 utani
els6 m szamjegyének Osszege, ami m novelésével tetszélegesen naggya tehets. Mivel 10™ é kn < 10™ + k, azért a kn
szam elsS jegyét (ami 1) és utolso s darab jegyét (ahol s a k szamjegyeinek szama) leszamitva minden jegye 0, igy
S(kn) < 9s + 1. Ezek alapjan

S(kn) < 9s+1
~ Sn)

A kapott egyenl&tlenség jobb oldalan 4116 kifejezés értéke pedig barmely pozitiv szamnél kisebb lehet. Ebben az esetben
tehat nem létezik a feltételeket kielégits cj konstans.




