Megoldas. A Fibonacci-szamok sorozatat az Fy = 1, Fo = 1, F,, = F,,_1 + F,,—2 (n > 3) rekurzioval definialjuk.
El6szor n szerinti teljes indukciéval igazoljuk az

Osszefiiggést. Az egyenlSség n = 1 esetén teljesiil, hiszen 12 = 1- 1, ha pedig valamely n-re teljesiil az allitas, akkor

F2 +F24+F2 +  +F+F=F2  + FFp = Fu1(Fy + Fug) =

— n+1Fn+2

alapjan n + 1 esetén is fennall.

Tegyiik fel indirekten, hogy egy téglalapot felbontottunk kiilonb6zé méretd négyzetekre gy, hogy minden négyzet
oldalhossza Fibonacci-szam. A két legnagyobb négyzet oldalanak hossza legyen F,, és F,, ahol m < n. Ekkor a téglalap
T teriiletére

T > (Fp + Fy)Fa,

mert mindkét oldalanak hossza legalabb F),, a hosszabb oldalé pedig legalabb F,,, + F},. Masrészt viszont, mivel a tég-
lalapot feds négyzetek kozott nincsenek azonos oldalhosszusaguak, ezért a fenti azonossagot felhasznalva a teriiletre a

T<F}+Fj+ +F2+F?<F,Fpn1+F?
fels6 becslést kapjuk. A teriiletre vonatkozo alsé és fels becslést 6sszevetve
(Fon 4+ Fp)Fy = FuFpy + F2 < FpFpyq + F2

adodik, amely az n > m feltételnek ellentmondoé F,, < F,+1 egyenlGtlenséggel ekvivalens. Ebbdl az ellentmondasbol
kovetkezik, hogy nem lehet minden négyzet oldalhossza Fibonacci-szam.



